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Článek je věnován popisu numerického mode-

lování prefabrikovaných střešních konstrukč-

ních prvků. v  první fázi rozsáhlého komplexního 

výzkumného projektu proběhly lomové experi-

menty,  identifikace parametrů materiálových 

modelů a destruktivní zkoušky předpjatých nosní-

ků. následovalo numerické a stochastické mode-

lování odezvy zkoumaných konstrukcí.  ❚  the aim 

of the paper is to describe advanced numerical 

modelling of precast roof structural members. 

Fracture experiments, inverse analysis and shear 

destructive experiments have been performed 

within the first phase of a large complex research 

project forming the base for numerical and sto-

chastic modelling of shear structural response.

Článek shrnuje výsledky dlouhodobého 
vývoje postupů numerického modelování 
produktů firmy Franz Oberndorfer GmbH 
& Co KG (Rakousko) zabývající se výro-
bou prefabrikovaných betonových kon-
strukčních prvků. Cílem tohoto výzkumu 
je co nejlepší postižení chování těchto 
prvků jak na deterministické, tak na sto-
chastické úrovni a v poslední fázi pak je-
jich efektivní spolehlivostní optimalizace.

V první fázi výzkumu byly provedeny 
lomové experimenty na  dvou betono-

vých směsích běžně používaných pro 
výrobu prefabrikátů. Lomověmechanic-
ké experimenty byly realizovány ve spo-
lupráci dvou laboratoří. Testy tříbodovým 
ohybem byly provedeny na VUT v Brně 
týmem pod vedením prof. Keršnera [1]. 
Testy vtlačováním klínu do zářezu zku-
šebního vzorku byly provedeny na Uni-
versity of Natural Resources and Life 
Sciences ve Vídní týmem prof. Strausse 
[2]. Výsledky experimentů byly následně 
použity k  identifikaci materiálových pa-
rametrů betonu [3] užívaných v  rámci 
numerických modelů betonu dostup-
ných v souboru programů ATENA [4].

V  laboratoři Carinthia University 
of Applied Sciences (Rakousko) byly 
následně provedeny a  vyhodnoceny 
smykové destruktivní zkoušky dese-
ti zmenšených modelů předpjatých 
střešních nosníků vyráběných firmou 
Franz Oberndorfer GmbH & Co KG [5]. 
Testy byly doplněny in situ zatěžovací-
mi zkouškami předpjatých TT nosníků 
skutečné velikosti. Následovalo podrob-
né numerické modelování provedených 
experimentů [6]. S pomocí vytvořených 
deterministických modelů a na základě 
znalosti stochastických vlastností mate-
riálových parametrů používaných beto-

nových směsí byly vytvořeny stochastic-
ké modely smykové odezvy testovaných 
nosníků [7]. Celý proces bude zakončen 
spolehlivostní optimalizací konstrukce 
předpjatého střešního nosníku LDE7. 
Schéma celého postupu je zachyceno 
na  obr.  1. V  rámci popsaného proce-
su byly vytvořeny rovněž podkladové 
materiály sloužící jako návod pro deter-
ministické a  stochastické modelování 
produktů partnerské firmy. Vytvořené 
numerické modely rovněž slouží výuko-
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1 Postup prací při modelování a optimalizaci 
předpjatých prefabrikovaných prvků vyráběných 
firmou Franz Oberndorfer GmbH & Co KG  
(zdroj: [6]) 2 Geometrie nosníku T30 150V2, 
numerický model: a) beton, b) výztuž 3 a) Výsledné 
LD křivky: (F) – zatěžování silou; (D) – zatěžování 
deformací vs. experiment, b) srovnání skutečných 
a modelovaných trhlin  ❚   1 Workflow of modelling 
and optimization of precast concrete girders 
produced by Franz Oberndorfer GmbH & Co 
KG company (source: [6]) 2 Geometry of T30 
150V2 girders, numerical model: a) concrete 
bod, b) reinforcement 3 a) Resulting LD curves: 
(F) – loading by force; (D) – loading by deformation 
vs. experimental result, b) comparison of real and 
modelled crack pattern 
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vým a výzkumným účelům a jsou dnes 
využívány pro účely parametrických stu-
dií prováděných na University of Natural 
Resources and Life Sciences ve Vídni. 

Nelineární modelování metodou 
konečných prvků (NMMKP) lze dnes 
s  výhodou používat v  oblastech, kde 
zisk plynoucí z opakované výroby op-
timálně navržených (detailně analyzo-
vaných) prvků vyváží nemalé náklady 
na provedení potřebných experimentů 
a numerických analýz. Ideální aplikační 
oblastí pro NMMKP je vývoj prefabri-
kátů ve velkých betonárnách. NMMKP 
ve  spojení se znalostí stochastických 
atributů vstupních parametrů pak 
může sloužit k  virtuálnímu rozšíře-

ní množiny reálně provedených (ná-
kladných) experimentů. Stochastické 
NMMKP může poskytnout informace 
nejen o  konkrétních hodnotách sle-
dovaných výstupů odezvy konstrukce 
spojených s  jednotlivými realizacemi, 
ale i o jejich statistických parametrech 
[7]. Další oblastí využití pokročilých 
modelů pak může být spolehlivostní 
optimalizace konstrukce předpjatých 
prvků. Data získaná stochastickým 
NMMKP lze rovněž využít ke  kalibra-
ci analytických aproximací pro výpo-
čet smykové únosnosti používaných 
ve  stavební praxi. Dlouhodobý vývoj 
v oblasti výpočetní techniky, softwaru, 
metodiky modelování a  v  neposled-

ní řadě normového rámce [8] pomalu 
posouvá NMMKP směrem k rutinnímu 
využití ve stavební praxi.

eXperimentÁlní  proGram
Přesné numerické modelování chování 
reálných konstrukčních prvků vyžaduje 
co nejúplnější znalost lomověmecha-
nických parametrů použitých materiá-
lových modelů betonu. Podrobné infor-
mace o těchto materiálových paramet-
rech a  jejich statistických vlastnostech 
lze získat pouze provedením lomově-
mechanických experimentů na betono-
vé směsi použité pro výrobu modelova-
ného prvku. 

V  rámci provedeného experimen-
tálního programu byly testovány dvě 
betonové směsi standardně využívané 
k  výrobě prefabrikovaných předpja-
tých prvků C50/60 a  C40/50. Pro-
vedené lomové experimenty byly se-
staveny v  souladu s  normou ÖNORM 
EN 206:2014 [9]. Podrobné informace 
o této části poměrně rozsáhlého expe-
rimentálního programu jsou k dispozici 
v [1], [2] a jsou unikátní především tím, 
že obsahují popis lomověmechanic-
kých parametrů pomocí náhodných 
veličin včetně statistických závislostí.

Během práce na  deterministickém 
modelování destruktivních experimentů 
popsaných v  [5] bylo využíváno progra-
mové prostředí ATENA Science [4]. Pro 
samotné modelování betonu byl v rámci 
zmíněného prostředí použit materiálo-
vý model CC3DNonLinCementitious2. 
Na základě citlivostní analýzy byly určeny 
klíčové parametry tohoto modelu: tlako-

2a

2b

T30 150V2

LD - Monitor under the load force (calculated data from Atena)
T30 150V2 model of experiment (F) T30 150V2 mode   
Diagram offset: 0,0012814 Diagram 2 Diagram
Displacement Force [MN] Force [kN] Displacement Time (Steps) Displacement

0 0 0 0 0 0 0
0,001208443 -0,002 2,000001 0,000140156 1 7,29983E-05 0,00123397
0,001135371 -0,004 4,000002 0,000280306 2 0,00014607 0,001171643
0,001062308 -0,006 6,000003 0,000420449 3 0,000219134 0,001109343
0,000989239 -0,008 8,000004 0,000560582 4 0,000292202 0,001047038
0,000916174 -0,01 10,000005 0,000700702 5 0,000365268 0,000984721
0,000843104 -0,012 12,000006 0,000840784 6 0,000438338 0,000922399
0,000770025 -0,014 14,000007 0,000980848 7 0,000511416 0,00086007
0,000696929 -0,016 16,000008 0,001120905 8 0,000584512 0,000797731
0,000623824 -0,018 18,000009 0,001260908 9 0,000657617 0,000735382
0,000550706 -0,02 20,00001 0,001400934 10 0,000730736 0,000673023
0,000477576 -0,022 22,000011 0,001540963 11 0,000803866 0,000610651

0,00040443 -0,024 24,000012 0,001681152 12 0,000877012 0,000548278
0,000331271 -0,026 26,000013 0,001821764 13 0,000950171 0,000485894
0,000258102 -0,028 28,000014 0,001963027 14 0,001023339 0,000423498
0,000184917 -0,03 30,000015 0,002105093 15 0,001096525 0,000361093
0,000111715 -0,032 32,000016 0,002248063 16 0,001169727 0,000298681
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Svislá deformace pod místem zatěžování [m] 

T30 150V2 Experiment 
T30 150V2 Model experimentu (F) 
T30 150V2 Model experimentu (D) 3a 3b
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P R O F E S I O N Á L N Í  Ř E Š E N Í
výzkum  vývoj  výroba  obchod  poradenství
pro sanace betonových konstrukcí
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Újezd 40/450, Michnuv palác
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Telefon: +420 283 893 533
Fax: +420 284 816 112
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vá pevnost fc, tahová pevnost fct, lomová 
energie Gf a  Youngův modul pružnosti 
Ec. Pro identifikaci uvedených lomově-
mechanických parametrů byla využita in-
verzní analýza lomových experimentů po-
mocí umělých neuronových sítí (ANN) [3], 
[10]. Materiálové parametry identifikované 
tímto způsobem, jejich střední hodnoty, 
variační koeficienty (COV) a  nejvhodněj-
ší rozdělení hustoty pravděpodobnosti 
(PDF) jsou uvedeny v tab. 1.

Jedním z  hlavních cílů prováděných 
studií je podrobný výzkum vzájemné in-
terakce smykového a normálového zatí-
žení předpjatých střešních nosníku LDE7 
průřezu TT. Tyto nosníky jsou vyráběny 
z  betonu třídy C50/60, jejich délka je 
30 m, nad podporami jsou vysoké 0,5 m 
a výška jejich průřezu plynule narůstá až 
na 0,9 m ve středu rozpětí. Obě stojiny 
mají tloušťku 0,14 m. Šířka horní pásnice 
prvku je 3 m při tloušťce 0,07 m. 

Ve druhé fázi experimentálního pro-
gramu proto byly na  těchto nosnících 
provedeny in situ zatěžovací zkoušky 
v souladu s CEB-FIP Model Code 2010 
(MC 2010) [11]. 

Poslední částí experimentálního 
programu bylo provedení deseti de-
struktivních experimentů se zmenše-
nými modely střešních nosníků. Cílem 
návrhu experimentů se zmenšenými 
nosníky bylo docílit módu smykového 
porušení a  obdobných stavů napja-
tosti vlivem předpjetí a vlastní tíhy jako 
v případě nosníků LDE7 plné velikosti. 
Zmenšené modely střešních nosníků 
měly shodnou délku 5  m, obdélníko-
vé průřezy výšek 0,3, 0,45 a  0,6  m 

a shodnou tloušťku 0,14 m, alternativ-
ně pak průřez tvaru T s výškou 0,3 m, 
šířkou pásnice 1,5 m, tloušťkou pásnice 
0,07 m a tloušťkou stojiny 0,14 m. Nos-
níky byly předepnuty 4 až 8 předpína-
cími kabely St  1570/1770. Celý expe-
rimentální program deseti provedených 
destruktivních zkoušek je podrobně 
popsán v práci [6]. Destruktivní zkoušky 
byly monitorovány čtyřmi monitorova-
cími systémy [5]. Všechny provedené 
destruktivní experimenty byly modelo-
vány nelineárně metodou konečných 
prvků. Provedené experimenty sloužily 
k přesné kalibraci modelovacích postu-
pů. Podrobný popis všech testovaných 
nosníků a vytvořených nelineárních mo-
delů jde nad rámec tohoto textu. Struč-
ný popis hlavních atributů numerických 
modelů je uveden na příkladu nosníku 
T30 150V2 [6], jehož geometrii a způ-
sob předpětí lze považovat za nejkom-
plikovanější.

nelineÁrní  stocHastickÉ 
numerickÉ modelovÁní 
destruktivníHo testu
Geometrický model nosníku T30 150V2 
měl co nejpřesněji vystihnout reálnou ge-
ometrii provedených experimentů. Geo-
metrie nosníku i vyztužení (obr. 2a a 2b) 
byly modelovány dle výkresů poskytnu-
tých výrobcem prvku. Vytvořený model 
pracuje s následujícími zjednodušujícími 
předpoklady:
•  oblý přechod mezi stojinou a  pásnicí 

nosníku byl nahrazen polygonální apro-
ximací při zachování shodné průřezové 
plochy nosníku. Toto zjednodušení bylo 

přijato s  ohledem na  využití šestistěn-
ných konečných prvků, jejichž poměr 
stran neměl pro zajištění korektní funk-
ce přesáhnout hodnotu 3:1,

•  byla uvažována dokonalá soudržnost 
betonu a výztuže (Bond),

•  konvenční a  předpínací výztuže byly 
modelovány pomocí 1D reinforcement 
[4] materiálu dostupného v  prostředí 
software ATENA Science pro mode-
lování prutů výztuže. Tento materiál je 
aplikován na 1D liniové konečné prvky. 
Vlastnosti materiálu výztuže jsou defi-
novány multilineárním pracovním dia-
gramem a průměrem dané výztuže.
Pro modelování betonu byl použit ma-

teriálový model CC3DNonLinCementi-
tious2 (blíže popsaný v [4]). Tento materiál 
je charakterizován Rankine-Hordijkovým 
přístupem k  popisu tahových porušení 
a  Collins–Vecchiovým přístupem k  po-
pisu blokace šíření existujících trhlin zrny 
agregátu. V rámci popisované materiálo-
vé aproximace je použit Rankinův model 
pro popis porušování betonu a Hordijkův 
model tahového změkčení. Pro mode-
lování plastického chování materiálu je 
použit Menétry–Williamův a Van Mayerův 
přístup [4]. Na  základě dříve provedené 
citlivostní analýzy byly identifikovány klí-
čové parametry popsaného materiálové-
ho modelu betonu. Pro přesné modelo-
vání výsledků konkrétního experimentu 
je nutné identifikovat danou realizaci 
vektoru vstupních parametrů použitého 
materiálového modelu. K identifikaci po-
užité sady materiálových parametrů [6] 
byl využit stochastický model materiá-
lu CC3DNonLinCementitious2 získaný 
pomocí inverzní analýzy s využitím ANN 
[10] (tab. 1). Postup identifikace para-
metrů na  základě stochastického mo-
delu je popsán v [6]. 

Detailní popis vytvořeného numeric-
kého modelu je nad rámec tohoto tex-
tu. Finální podoba numerického modelu 
je výsledkem iterativního procesu vývoje 
a postupného zpřesňování jednotlivých 
detailů modelu. Během práce na nume-

tab. 1 Materiálové parametry identifikované pomocí ANN (zdroj: [1])  ❚  
tab. 1 Material parameters of concrete identified by ANN (source: [1])

parametr střední hodnota cov pdF

tlaková pevnost 77 MPa 6,4 % GMB min. EV1

tahová pevnost 3,9 MPa 10,6 % GMB max. EV 1

modul pružnosti 34,8 GPa 10,6 % WBL min. (3par)

lomová energie 219,8 Jm-2 12,8 % GMB max. EV 1
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LD - Monitor under the load force (calculated data from Atena)
T30 150V2 simula�on 1 T30 150V2 simul  
Diagram 2 offset: 0,0004605 Diagram Diagram 2
Displacement Force [MN] Force [kN] Displacement Step Displacement

0 0 0 0 0 0 0
0,00039715 -0,002 2,000001 -4,30E-05 1 6,33511E-05 8,50E-04

0,000333703 -0,004 4,000002 -8,61E-05 2 0,000126798 7,92E-04
0,000270241 -0,006 6,000003 -0,000129103 3 0,00019026 7,34E-04
0,000206764 -0,008 8,000004 -0,000172145 4 0,000253737 0,0006757

0,00014328 -0,01 10,000005 -0,000215191 5 0,000317221 0,000617692
7,98E-05 -0,012 12,000006 -0,00025824 6 0,00038072 0,000559673
1,63E-05 -0,014 14,000007 -0,000301294 7 0,000444224 0,000501648

-4,72E-05 -0,016 16,000008 -0,000344352 8 0,000507747 0,000443611
-0,000110775 -0,018 18,000009 -0,000387413 9 0,000571276 0,000385561
-0,000174323 -0,02 20,00001 -0,000430479 10 0,000634824 0,000327505
-0,000237877 -0,022 22,000011 -0,000193592 11 0,000698378 0,000269443
-0,000301453 -0,024 24,000012 4,34E-05 12 0,000761954 0,000211369
-0,000365032 -0,026 26,000013 0,000280281 13 0,000825533 0,00015329
-0,000428624 -0,028 28,000014 0,000517164 14 0,000889125 9,52E-05
-0,000492225 -0,03 30,000015 0,000753979 15 0,000952726 3,71E-05
-0,000555855 -0,032 32,000016 0,000990743 16 0,001016356 -2,10E-05
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Svislá deformace pod místem zatěžování [m]
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Střední hodnota: 199,61 kN
Směrodatná odchylka: 29,94 kN
Rozdělení pravděpodobnosti: Lognormal 2par
Plně pravděpodobnostní návrhová únosnost:
125,48 (pr = 0,0012)
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rickém modelu byl kontrolován soulad 
modelovaných výstupů s  experimen-
tálně získanými daty. Výsledný model 
podrobně vystihuje výstupy všech sen-
zorických zařízení nasazených během 
destruktivního testu [6]. Srovnání vý-
stupu senzoru svislého posunutí (LVDT) 
pod místem aplikace zatížení s ekviva-
lentním výstupem numerického modelu 
v podobě křivek zatížení vs. přetvoření 
je zachyceno na obr. 3 spolu se srovná-
ním numericky modelovaného a experi-
mentálně pozorovaného obrazce trhlin.

Vytvořené deterministické modely 
byly následně využity pro stochastické 
modelování smykové únosnosti jednot-

livých nosníků. Užitý stochastický mo-
del betonu vycházel z  identifikovaných 
statistických vlastností materiálových 
parametrů numerického modelu (tab. 
1). Podrobný popis stochastického 
modelu je k dispozici v  [7]. Obr. 4 za-
chycuje výstupy stochastického mo-
delování provedeného destruktivního 
testu. Představuje vliv nejistot – mate-
riálových parametrů dle tab. 1 na křiv-
ku zatížení-deformace. Následným 
vyhodnocením maximálních únosností 
bylo možno stanovit rozdělení pravdě-
podobnosti mezní smykové únosnosti 
a určit návrhovou únosnost plně prav-
děpodobnostním přístupem (pro prav-

děpodobnost 0,0012 – hodnota defi-
novaná v [12]).

Pro simulaci realizací v  rámci defino-
vaného návrhového prostoru úlohy byla 
využita metoda Latin Hypercube Samp-
ling (LHS) ve své modifikaci „mean“ [15]. 
Pro zavedení požadované korelace mezi 
jednotlivými parametry stochastického 
modelu byla využita metoda popsaná 
v  [16] implementovaná v rámci softwaru 
pro spolehlivostní analýzu FReET [17]. 
Popsaný proces numerického a  sto-
chastického modelování byl aplikován při 
modelování všech deseti destruktivních 
experimentů provedených na  zmenše-
ných modelech střešních nosníků v rámci 
popsaného experimentálního programu 
a rovněž při finálním modelování nosníku 
LDE7 skutečné velikosti. Získané výsled-
ky byly podkladem pro podrobnou analý-
zu citlivosti provedenou v rámci [13]. Data 
byla rovněž použita pro srovnání výsledků 
plně pravděpodobnostního přístupu s vý-
sledky spolehlivostních analýz provádě-
ných vybranými polopravděpodobnostní-
mi přístupy [14].  

zÁvĚr
Rozsáhlé experimenty provedené na po-
čátku výzkumu umožnily verifikaci účin-
ného postupu numerického modelování 
předpjatých konstrukčních prvků. Byla 
provedena citlivostní analýza a  identifi-
kace materiálových parametrů pomocí 
ANN, jež umožnily velmi přesnou definici 
stochastického modelu. Provedené de-
struktivní experimenty poskytly vzory pro 
kalibraci obecného výpočtového postu-
pu, který byl následně aplikován i při mo-
delování reálného nosníku LDE7. 

Dalším cílem výzkumu je využití zave-
dených postupů a  získaných informací 
ke spolehlivostní optimalizaci konstrukce 
nosníku LDE7.

Poděkování autorů patří spolupracujícím 
výzkumným partnerům a Grantové agentuře 

České republiky za finanční podporu projektu číslo 
17-02862S (“PROMOSS”).

4 Výstupy stochastického modelovaní destruktivního testu nosníku T30 150V2: a) LD křivky 
jednotlivých realizací, b) funkce hustoty pravděpodobnosti mezní únosnosti (zdroj: [7])  ❚  4 Output 
of stochastic modelling of destructive experiment at T30 150V2 girder: a) LD curves of calculated 
realizations, b) estimated distribution function of ultimate capacity (source: [7])
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