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ve stavební praxi se lze setkat s případy, kdy 

je vhodné, či dokonce nutné znát hodnotu 

nebo vývoj modulu pružnosti materiálu na bázi 

cementu i  ve  velmi raném stáří. typickými 

příklady jsou předpjaté konstrukce nebo kon-

strukce, kterým hrozí nadměrné deformace 

v  důsledku předčasného odstranění bednění 

kvůli nutnosti rychle pokračovat ve  výstavbě. 

tento článek je především určitou rešerší či 

přehledem, jakými způsoby je možné stano-

vit modul pružnosti ve  velmi raném stadiu 

tuhnutí a  tvrdnutí betonu a  jemu podobných 

materiálů. Článek se také zabývá možnostmi 

stanovení hodnoty a  vývoje Poissonova čísla, 

které souvisí s  vývojem dynamického modulu 

pružnosti vypočteného na základě ultrazvuko-

vého měření. ❚ civil engineering sometimes 

encounters cases that require knowledge of 

the modulus of elasticity or its development in 

young cement composites. typical examples 

are pre-stressed structures and structures that 

face the risk of severe strain, because their 

construction plan requires early removal of 

formwork. this paper reviews and describes 

the means of measuring the modulus of elas-

ticity at very early ages. It also analyses the 

issue of determining the value and progress 

of Poisson’s ratio; which closely follows the 

progress of the modulus of elasticity.

V moderním stavitelství se v posledních 
letech dostávají do popředí zájmu kromě 
pevnosti v  tlaku i další materiálové cha-
rakteristiky betonu, jako je např. smršťo-
vání, trvanlivost nebo modul pružnosti [1], 
[2], který je aktuálním tématem zejména 
v  souvislosti s  vývojem vysokohodnot-
ných betonů s  jemnozrnnou strukturou. 
Modul pružnosti v  tlaku a  tahu (přede-
vším v  zahraniční literatuře též zvaný 
Youngův modul) je deformační charak-
teristika, na  které jsou závislé průhyby, 
smršťování, dotvarování nebo kmitání 
konstrukcí a  která je vyjádřena pomocí 
Hookova zákona jako:
                           

σ                    E = ––,                     (1)

                           
ε

kde E je modul pružnosti, σ napětí a ε 
poměrné přetvoření [3].

Čím je modul pružnosti vyšší, tím 
menší jsou deformace prvku nebo kon-
strukce. Význam modulu pružnosti na-
růstá se snahou o navrhování čím dál tím 
štíhlejších a subtilnějších, často předpja-
tých konstrukcí. Zatímco pevnost v tlaku 
je výrobcem betonu jasně garantována, 
u  modulu pružnosti je při návrhu kon-
strukcí většinou uvažována tabulková 
hodnota v  závislosti na  pevnostní třídě 
daného betonu. Během několika posled-
ních desetiletí však beton prošel obrov-
ským vývojem, zejména z pohledu tech-
nologického. Při výrobě betonu se začaly 

ve  velké míře používat různé přísady 
a příměsi, čímž vznikl takzvaný moderní 
beton [4], [5], u kterého se modul pruž-
nosti nemusí odvíjet od  jeho pevnostní 
třídy. Ve  skutečnosti se reálná hodnota 
modulu pružnosti může velmi lišit oproti 
hodnotě, se kterou se při návrhu počítá. 
Mnohdy je tak skutečná hodnota modu-
lu pružnosti betonu výrazně menší než 
hodnota, která je udávána pro pevnostní 
třídu, což dokazují např. články [6], [7]. 
Z tohoto důvodu se v posledních letech 
mnoho odborných pracovišť zaměři-
lo na zkoumání aspektů, které hodnotu 
modulu pružnosti betonu ovlivňují, viz 
např. články [8], [9], [10]. Ve většině tu-
zemských i zahraničních publikací je mo-
dul pružnosti zjišťován až po  vytvrdnutí 
betonu a nikoli v počáteční fázi jeho zrání. 
Přitom existují případy, kdy je nutné znát 
modul pružnosti dříve než po 28 dnech, 
a  to zejména v  prefabrikaci, v  mostním 
stavitelství, ale i při výstavbě předpjatých 
konstrukcí či konstrukcí, které je třeba 
rychle odbednit. Informace o  průběhu 
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1 a) Graf závislosti stupně hydratace na vodním 
součiniteli a jemnosti mletí cementu v čase,  
b) graf závislosti modulu pružnosti na stupni hyd-
ratace (zdroj: [17]) 2 Ultrazvukový přístroj Vikasonic  
❚  1 a) Dependence of the degree of hydration on 
the w/c ratio and cement fineness over time graph, 
b) dependence of the Young’s modulus on the  
degree of hydration graph (source: [17])  
2 Ultrasonic testing instrument Vikasonic 
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vývoje modulu pružnosti v rané fázi zrání 
cementových materiálů by mohly přinést 
i jisté povědomí o jeho výsledné hodnotě.

Raná fáze zrání betonu je poně-
kud vágní pojem, který si může každý 
vyložit trochu jinak. V  tomto článku je 
jako raná fáze zrání betonu uvažováno 
prvních 24  h od  okamžiku namíchání 
čerst vého betonu.

zpŮsoby zjiŠťovÁní modulu 
pruŽnosti  a   poissonova 
čísla v   ranÉm stÁŘí
Podle normy ČSN EN 1992-1-1 [11] je 
možné určit orientační hodnotu modulu 
pružnosti v čase dle vztahu:
  
                        fcm(t)  

0,3

             Ecm(t) = (––––) · Ecm ,              (2)
                          

fcm 

kde Ecm(t) a fcm(t) jsou hodnoty modu-
lu pružnosti a pevnosti v  tlaku ve stá-
ří t  dní, Ecm  a  fcm jsou tytéž hodnoty 
po  28  dnech zrání betonu. Hodnota 
fcm(t) se vypočítá dle vztahu:
 
                   fcm(t) = βcc ∙ fcm ,              (3)

kde βcc je součinitel závislý na stáří be-
tonu od doby jeho namíchání.

Vztah (2) je pouze orientační, neboť 
existuje mnoho faktorů, které ovlivňují 
vývoj modulu pružnosti v počáteční fázi 
tvrdnutí cementového kompozitu a kte-
ré by se měly brát v úvahu. Tyto faktory 
by se daly rozdělit na vnější a vnitřní [10]. 
Mezi vnitřní faktory patří složení cemen-
tového kompozitu, jako je např. druh 
použitého cementu, vodní součinitel, 
množství a  druh kameniva nebo druh 
použitých přísad. Mezi vnější faktory pa-
tří způsob ošetřování betonu či teplota 
okolního prostředí při tuhnutí a tvrdnutí.

Způsobů určování modulu pružnos-
ti je mnoho a  lze je rozdělit podle více 
kritérií, přičemž základní rozdělení by 
mohlo být na metody statické a meto-
dy dynamické. Normou definované po-
stupy v České republice jsou: 
•  stanovení statického modulu pruž-

nosti v  tlaku dle ČSN EN  12390-13 
[12] nebo dle ČSN ISO 1920-10 [3],

•  stanovení statického modulu pruž-
nosti ze zkoušky v  tahu ohybem dle 
ČSN 73 6174 [13],

•  stanovení dynamického modulu pruž-
nosti ultrazvukovou impulzovou me-
todou dle ČSN 73 1371 [14], 

•  stanovení dynamického modulu 
pruž  nosti rezonanční metodou dle 
ČSN 73 1372 [15].

Žádný z  uvedených postupů však 
neumožňuje měření modulu pružnosti 
již od  počáteční fáze tuhnutí, a  proto 
je ve  většině odborné literatury mo-
dul pružnosti vyhodnocován nejdříve 
po  24  hodinách od  namíchání, kdy je 
cementový materiál dostatečně ztvrdlý, 
aby bylo možné tyto metody použít.

Pokud bychom chtěli zjistit průběh vý-
voje modulu pružnosti od počátku tuhnu-
tí, dostaneme se do poměrně složité pro-
blematiky, která úzce souvisí s  vývojem 
hydratace cementu. O tuto problematiku 
začíná být poslední dobou zájem, neboť 
poznatky o vývoji charakteristik v rané fázi 
by mohly předpovídat rizika vzniku trhlin 
a poruch, které ovlivňují budoucí trvanli-
vost betonu [16]. Jednou z možností, jak 
určit průběh modulu pružnosti v počáteč-
ní fázi tuhnutí, je zjištění průběhu hydrata-
ce cementu v čase pomocí kalorimetrie. 
Na  základě výsledků chemické analýzy 
a  následného matematického modelo-
vání lze přibližně odvodit průběh vývoje 
modulu pružnosti, což dokazuje práce 
[17], v níž jsou uvedeny výsledky mate-
matického modelování, které jsou ověřo-
vány po 12, 18 a 24 hodinách standardní 
statickou zkouškou modulu pružnosti 
cementových past. Na obr. 1 je zobrazen 
vývoj hydratace cementu v čase v závis-
losti na vodním součiniteli a jemnosti mletí 
cementu a s tím související vývoj modulu 
pružnosti. Pokud bychom chtěli z grafů 
na obr. 1 zjistit hodnotu modulu pružnosti 
ve stáří např. 24 hodin, bylo by to poně-
kud složitější, neboť křivky v pravé části 
obrázku jsou závislé na  křivkách v  jeho 
levé části. Stupeň hydratace (u past po-

užitých v [17]) je více závislý na jemnosti 
mletí cementu než na  vodním součini-
teli – pasta z  jemně mletého cementu 
(dále též dle [17] „jemný cement“) dosa-
huje v prvních hodinách vyššího stupně 
hydratace než pasta z  hruběji mletého 
cementu (dále též „hrubší cement“). Při 
zhodnocení závislosti modulu pružnosti 
na  stupni hydratace lze říci, že vyšších 
modulů pružnosti dosahuje pasta s niž-
ším vodním součinitelem, zatímco vliv 
jemnosti mletí není natolik výrazný. Při 
zkompletování údajů z  obou grafů lze 
zjistit, že nejvyšších hodnot modulu pruž-
nosti v  čase 24 hodin dosahuje pasta 
s  jemným cementem a vodním součini-
telem 0,39. Rozhodně však není možné 
závěry z  obr. 1 zobecňovat – primárně 
zde slouží jako ukázka, že lze určit modul 
pružnosti cementového materiálu v rané 
fázi jeho zrání pouze pomocí chemické 
analýzy a  matematického modelování 
(i když je tento postup poměrně složitý).

V poslední době se jeví jako vhod-
ný způsob určování průběhu modulu 
pružnosti v  rané fázi zrání betonu ult-
razvuková metoda. Ta je dnes běžně 
používána pro měření dynamického 
modulu pružnosti u ztvrdlých cemento-
vých kompozitů, nicméně v posledních 
letech byly vyvinuty přístroje, které do-
káží měřit dobu průchodu ultrazvuku již 
od namíchání kompozitu. Jedním z ta-
kových přístrojů je i ultrazvukový přístroj 
Vikasonic od firmy Schleibinger (obr. 2). 
Přístroj se skládá z objímky ve tvaru Vi-
catova prstence a dvou sond, z nichž 
jedna slouží jako přijímač a druhá jako 
vysílač. Součástí přístroje je i záznamo-
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vé zařízení s  displejem, na  kterém se 
zobrazují měřené hodnoty. Ty se sou-
časně ukládají na flash disk. Do objím-
ky je uložen čerstvý cementový kom-
pozit (nejčastěji pasta nebo malta, ale 
úspěšně lze měřit také beton) a spolu 
s  objímkou je vložen mezi sondy. Pří-
stroj pak vysílá ultrazvukové impulzy 
a kontinuálně měří dobu jejich průcho-
du materiálem. Přístroj byl primárně 
vyvinut pro určování začátku a  konce 
doby tuhnutí cementu, nicméně se dá 
použít i  pro měření modulu pružnosti. 
Jeho značnou výhodou je možnost mě-
ření teploty uvnitř zkoušeného tělesa, 
což dodává jistou informaci i o průběhu 
hydratace ve zkoušeném kompozitu.

Nevýhodou tohoto měření pro po-
třeby stanovení modulu pružnosti je 
však fakt, že do výpočtu jeho hodno-
ty standardně vstupuje hodnota Poi-
ssonova čísla [14], zatímco výrobci 
přístroje Vikasonic Poissonovo číslo 
ve  výpočtu, který uvádí v  manuálu 
k  přístroji, nijak nezohledňují. Dyna-
mický modul pružnosti se podle vý-
robců vypočítá jako:
 
                        E = ρ ∙ v,                   (4)
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3 Vývoj Poissonova čísla v čase v závislosti na stupni hydratace cementového kompozitu 
s různým vodním součinitelem a cementem (zdroj: [17]) 4 Ultrazvukový přístroj FreshCon (zdroj: 
[21]) 5 a) Příklad měření dynamického modulu pružnosti přístrojem FreshCon (zdroj: [21]); 
b) modul pružnosti zjištěný různými metodami, křivky ukazují rozdíl mezi modulem pružnosti 
vypočítaným s konstantním a s proměnným Poissonovým číslem (zdroj: [22]) 6 Příklad měření 
rychlosti ultrazvukových impulzů a teploty přístrojem Vikasonic  ❚  3 Development of the 
Poisson’s ratio in dependence on the degree of hydration (source: [17]) 4 Ultrasonic testing 
instrument FreshCon (source: [21]) 5 a) Example of measuring the dynamic Young’s modulus 
using FreshCon (source: [21]); b) dynamic Young’s modulus measured by various methods, 
curves show the difference between the modulus of elasticity calculated with a constant and 
variable Poisson’s ratio (source: [22]) 6 Example of measuring the ultrasonic pulse velocity and 
temperature using Vikasonic
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kde E je modul pružnosti, ρ objemová 
hmotnost a  v rychlost ultrazvukového 
impulzu [18], zatímco česká norma 
ČSN 73 1371 [14] uvádí pro výpočet 
dynamického modulu pružnosti vztah:
 
                              (1+μ)∙(1-2∙μ)
        Ecu = ρ ∙ v L

2
 ∙ –––––––––––,      (5)

                                   
(1–μ)

kde Ecu je dynamický modul pružnosti,  
ρ objemová hmotnost, vL rychlost ultra-
zvukového impulzu a μ Poissonovo číslo.

Na  tomto místě by bylo jistě vhodné 
krátce popsat, co to Poissonovo čís-
lo vlastně je. Nejdříve se však budeme 
věnovat termínu Poissonova konstanta, 
což není totéž jako Poissonovo číslo. 
Poissonova konstanta, která se značí m, 
je definována jako poměr relativního pro-
dloužení materiálu k jeho relativnímu příč-
nému zkrácení při tahovém namáhání. 
Poissonova konstanta je bezrozměrná, 
v absolutní hodnotě je větší než 1 a pro 
každý materiál nabývá jiných hodnot. 
V praxi se však výrazně častěji používá 
Poissonovo číslo, což je převrácená hod-
nota Poissonovy konstanty. Poissonovo 
číslo je značeno μ nebo υ (záleží na zdroji 
– v  tomto článku se objevují obě ozna-
čení, neboť respektujeme citovanou lite-
raturu), taktéž se jedná o bezrozměrnou 
veličinu a určí se dle vztahu:

                                   1          εy         
                   μ = –– = – ––,                 (6)
                          

m          εx

kde μ  je Poissonovo číslo, m Poissono-
va konstanta, εy  poměrná deformace 
ve směru namáhání a εx poměrná defor-
mace ve směru kolmém na namáhání.

Pro drtivou většinu materiálů nabývá 
Poissonovo číslo hodnot z intervalu 0 až 
0,5. Výjimku tvoří tzv. auxetické materi-
ály, které při namáhání tahem vykazují 
v  příčném směru nabývání. Jejich Poi-
ssonovo číslo je tedy záporné.

Vzhledem k  problematice modulu 
pružnosti, o které tento článek primárně 
pojednává, je Poissonovo číslo důležité, 
neboť u izotropních materiálů (což beton 
bezpochyby je) dává do souvislosti Youn-
gův modul a modul pružnosti ve smyku:

                                         E                  
                   G = ––––––,                  (7)
                            2∙(1+μ)         

kde G  je modul pružnosti ve  smyku 
a E Youngův modul [19].

Při důkladnějším zkoumání pro-
blematiky stanovení Poissonova čísla 
v  raném stáří se ukazuje, že tato ob-
last výzkumu je podrobněji řešena až 
nyní a  že v  současné době stále není 
snadné tuto problematiku v  jiné litera-
tuře najít. Ve výše zmiňované práci [17] 
je Poissonovo číslo řešeno simulací po-
mocí matematického modelování, které 
vychází z chemické analýzy. Jeho prů-
běh je zobrazen na obr. 3. Práce [17] 
i  v  tomto případě uvažuje různé vodní 
součinitele a  různou jemnost mletí ce-
mentu. Ze zjištěných výsledků ale vy-
plývá, že jemnost mletí cementu nemá 
na  Poissonovo číslo nijak významný 
vliv. Data z  obr. 3 je opět nutné dát 
do souvislosti s grafem na obr. 1a, po-
kud chceme získat představu o  vývoji 
Poissonova čísla v čase. I zde platí, že 
obr. 3 je zde použit jako ukázka mož-
nosti určení Poissonova čísla pomocí 
chemických procesů a matematického 
modelování.

Problém se stanovením Poissonova 
čísla byl vyřešen u  přístroje FreshCon 
(obr. 4). Tento přístroj byl vyvinut na uni-
verzitě ve Stuttgartu a funguje obdobně 
jako výše zmiňovaný Vikasonic. Skládá 
se ze dvou plastových desek, které jsou 
spojeny čtyřmi šrouby. Formou je zde 
pryžový prvek ve tvaru písmena U s vy-
sokými tlumicími vlastnostmi, objem for-
my je 45 cm3. Přístroj je opatřen dvěma 
sondami, přičemž jedna slouží jako vysí-
lač a druhá jako přijímač [20]. Původně 
byl stejně jako Vikasonic vyvinut pro zjiš-
ťování doby počátku a konce tuhnutí ce-
mentu – výhodou těchto ultrazvukových 
přístrojů, na  rozdíl od  metody určení 
počátku a konce doby tuhnutí klasickou 
metodou pomocí Vicatova přístroje, je 
možnost měřit i cementové malty, nejen 
cementové pasty.

Přístroj FreshCon umožňuje měře-
ní rychlosti podélných ultrazvukových 

vln (P-vln) a  také rychlosti příčných ul-
trazvukových vln (S-vln). Pomocí těch-
to údajů lze dle článku [21] určit také  
Poissonovo číslo jako:

V 2 
              

                        
1–2∙   s–                                  Vp

2

                  υdyn = ––––––––,               (8)
                                Vs

2

                          2–2∙   
p
–                      

                                  
V 2

kde υdyn je dynamické Poissonovo číslo, 
Vs  rychlost příčných ultrazvukových vln 
a Vp rychlost podélných ultrazvukových 
vln. Modul pružnosti se poté vypočítá 
dle rovnice (5). Příklad výsledků měření 
pomocí přístroje FreshCon je zobrazen 
na obr. 5a [21]. Graf ukazuje vývoj mo-
dulu pružnosti cementového kompo-
zitu v  čase od  jeho namíchání do  stáří 
36 h a zároveň i vývoj Poissonova čísla 
během této doby. Graf na obr. 5b zná-
zorňuje rozdíl mezi modulem pružnosti, 
který je vypočítán s konstantním Poisso-
novým číslem (zelená křivka), a  modu-
lem pružnosti, který je vypočítán s pro-
měnným Poissonovým číslem (červená 
křivka) [22]. Na  základě citovaných dat 
(obr. 5) je možné učinit závěr, že během 
rané fáze zrání cementových materiálů 
je Poissonovo číslo pro výpočet modulu 
pružnosti v  určitých časových interva-
lech důležité (zde ve stáří materiálu při-
bližně 8 h). Pro finální hodnotu modulu 
pružnosti (zde 24 nebo 36 h) však není 
vývoj Poissonova čísla natolik zásadní, 
aby se musela jeho hodnota určovat 
přesně v  celém průběhu sledovaného 
období – postačí znát Poissonovo číslo 
pouze v  požadovaném stáří stanovení 
modulu pružnosti.

Jako další příklad měření pomocí ul-
trazvukové metody jsou zde uvedeny 
výstupy měření autorského kolektivu 
přístrojem Vikasonic (obr. 6). V  grafu 
jsou zobrazeny rychlosti šíření ultrazvu-
kového vlnění a  teploty měřené uvnitř 
zkušebních těles v  průběhu prvních 
24 hodin zrání použitých materiálů. Zku-
šební tělesa byla vyrobena z cementové 
pasty, malty a  betonu (vodní součinitel 
vždy 0,40; cement CEM I 52,5 R; hmot-
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nostní poměr kamenivo ku cementu 
u malt a betonů je 3:1). Jak je vidět, vý-
stupy z Vikasonicu jsou velmi podobné 
výstupům z  FreshConu. Trend vývoje 
rychlosti ultrazvukových impulzů (a  tím 
pádem i dynamického modulu pružnos-
ti) je u obou přístrojů podobný, pravdě-
podobně se zjištěné veličiny budou lišit 
pouze v absolutních hodnotách. Korekci 
hodnot dynamického modulu pružnosti 
řešíme pomocí doprovodného měření ji-
ným ultrazvukovým přístrojem a pomocí 
rezonanční metody, viz [23].

Během prováděných experimentů 
jsme dále zjistili úzkou souvislost mezi 
ultrazvukovým měřením a  kalorimetrií 
(u cementových past), kdy křivka teplo-
ty ve zkušebním tělese Vikasonicu od-
povídá tepelnému toku stanovenému 
v  kalorimetru a  křivka rychlosti šíření 
ultrazvukového vlnění odpovídá křivce 
hydratačního tepla, viz [24]. Spojením 
kalorimetrického a ultrazvukového mě-
ření lze v raném stáří odhadnout nejen 

vývoj dynamického modulu pružnosti, 
ale také např. vývoj smršťování, a  to 
i u malt a betonů. 

zÁvĚr
Vývoj modulu pružnosti cementových 
kompozitů v  rané fázi jejich zrání je 
velmi aktuální téma, jehož podrobnější 
poznání by jistě dokázalo přinést nové 
poznatky o  faktorech, které ovlivňují 
výslednou hodnotu modulu pružnosti, 
a také obecně o chování cementového 
kompozitu od  chvíle jeho namíchání. 
Tato problematika navíc úzce souvisí 
i s rizikem vývoje trhlin během tuhnutí.

Ukazuje se, že nejjednodušším 
způsobem, jak stanovit vývoj modulu 
pružnosti, je zkoušení pomocí ultrazvu-
kové impulzové metody, neboť je touto 
metodou možné měřit již od namíchání 
cementového kompozitu. Výzkum této 
oblasti je však na svém počátku a zmi-
ňovaná problematika si rozhodně za-
slouží větší pozornost.
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