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Nasledovný text bol prevzatý z  rukopisu „The 

Levels-of-Approximation approach in MC 2010: 

Applications to Punching Shear Provisions”, 

ktorý bol publikovaný v  časopise Structural 

Concrete, Ernst & Sohn, Germany, Vol. 13, No. 

1, 2012, pp. 32-41 rovnakými autormi. V článku 

sú predstavené základy Teórie kritickej šmy-

kovej trhliny (CSCT) s  ohľadom na  navrhova-

nie lokálne podopretých dosiek na pretlačenie 

a  tiež uvádza princípy návrhového prístupu 

„Úrovní priblíženia“, ktorý bol neskôr imple-

mentovaný do nového Model Code 2010 pre tri 

oblasti navrhovania: šmyk, šmyk pri pretlačení 

a  pri stabilných výpočtoch. Cieľom príspevku 

je predstavenie nového mechanického modelu 

na  pretlačenie CSCT. Tento model nahradil 

v  novom Model Code 2010 predchádzajúci 

empirický model na  pretlačenie publikovaný 

v  Model Code 1990 (neskôr zapracovaný aj 

do  Eurokodu 2). V  súčasnosti používané EC2 

návrhové vzťahy sú empirické, pričom boli 

kalibrované s  použitím experimentov prevaž-

ne centricky zaťažených lokálne podopretých 

dosiek. Model je ťažko použiteľný pre dosky 

vystužené napr. FRP výstužou, alebo pre kon-

štrukcie z  vláknobetónu. Preto v  rámci prí-

pravy druhej generácie Eurokódov sa plánuje 

nahradenie doteraz používaného empirického 

modelu vhodným fyzikálnym modelom (kde 

CSCT prístup je v  súčasnosti jedným z  tých, 

o  ktorých sa uvažuje). ❚ The following text 

is adapted from the manuscript “The Levels-

of-Approximation approach in MC 2010: 

applications to punching shear provisions”, 

published by the same authors in the journal: 

Structural Concrete, Ernst & Sohn, Germany, 

Vol. 13, No. 1, 2012, pp. 32-41. The paper 

introduces the fundamentals of the Critical 

Shear Crack Theory (CSCT) with respect to 

punching design of flat slabs and also presents 

the Levels-of-Approximation approach 

(this latter implemented into the new Model 

Code 2010 for three design situations: shear, 

punching shear and buckling). The goal of 

the paper is to present the mechanical model 

for punching shear of the CSCT, which has 

replaced in Model Code 2010 the previous 

empirical equations of Model Code 1990 (later 

incorporated into Eurocode  2). The currently 

EC2 design equations are empirical and have 

been calibrated with results of experiments 

mostly performed on specimens loaded under 

axis-symmetric conditions. The application 

of these equations has revealed difficult to 

other cases as slabs reinforced by FRP or for 

structural members cast from fibre reinforced 

concrete. Therefore, within the works on the 

second generation of Eurocodes, there is a plan 

to replace previous empirical equations with 

state-of-the-art physical model (where the CSCT 

approach is currently under consideration). 

Najskúsenejší inžinieri vždy riešili navr-

hovanie nových konštrukcií alebo hod-

notenie odolnosti existujúcich konštruk-

cií s použitím prístupu „úrovní priblíže-

nia“ (levels-of-approximation, LoA). Je 

to skôr intuitívne, že limity únosnosti 

konštrukcie môžu byť obyčajne vypo-

čítané s  pomerne jednoduchými mo-

delmi, za predpokladu, že tieto mode-

ly sú založené na  správnych teóriách. 

Niektoré ich fyzikálne parametre (na-

pr. uhol sklonu tlakovej diagonály, ale-

bo súčinitele účinnosti) je lepšie stano-

viť tým, že budeme venovať viac času 

ich analýze, čím dosiahneme spresne-

nie (obyčajne zvýšenie) odhadov odol-

nosti prvku. 

Avšak táto stratégia navrhovania sa 

nie vždy odráža v  návrhových nor-

mách, kde v  mnohých prípadoch nie 

je možné upresniť parametre použité 

v normových návrhových vzťahoch. Je 

to typické v prípadoch noriem s empi-

rickými vzorcami založenými na  geo-

metrických rozmeroch a materiálových 

vlastnostiach a nie na  fyzikálnych pa-

rametroch. Dôsledkom toho je, že ta-

kéto normy málokedy zahŕňajú väčši-

nu aspektov navrhovania (čo je oby-

čajne časovo náročné a poskytuje pro-

jektantom málo možností na  použitie 

moderných metód navrhovania), ale-

bo sú príliš otvorené (čo môže byť ne-

bezpečné v rukách neskúsených pro-

jektantov). Aby sa vhodne vyjadril vplyv 

nových poznatkov vo vzťahoch na na-

vrhovanie, normy sa stávajú zložitejšie 

(zvlášť ak sú použité empirické mode-

ly). Tento smer vedie k tomu, že normy 

sú niekedy príliš zložité pre predbež-

ný návrh a   súčasne nie sú dosta-

točne presné pre hodnotenie existu-

júcich konštrukcií (kde sú niekedy po-

žadované oveľa realistickejšie mode-

ly pôsobenia). V mnohých krajinách to 

prináša diskusiu o  potrebe zavedenia 

„zjednodušených noriem“ pre navrho-

vanie jednoduchých konštrukcií a „no-

riem na hodnotenie“ existujúcich kon-

štrukcií. Avšak to má za následok, že 

ich návrhové modely nie sú vždy kon-

zistentné, čo môže viesť u  projektan-

tov ku zmätkom. 

Alternatívnu normovú stratégiu po-

skytuje LoA prístup [1, 2] (obr. 1). Ten-

to prístup navrhuje použitie teórií zalo-

žených na  fyzikálnych modeloch. Ak 

sa požaduje predbežný odhad odol-

nosti prvku, mechanické parametre 

v návrhových vzťahoch je možné sta-

noviť jednoduchým (bezpečným) spô-

sobom. To umožňuje stanovenie odol-

nosti, aj keď analýze venujeme veľ-

mi krátky čas, čo je bežné pre účely 

predbežného návrhu pre viac nosných 

prvkov bez toho, aby bol daný rozho-

dujúci spôsob zlyhania. Avšak v  prí-

padoch, kde takýto stupeň presnos-

ti je nedostatočný (napr. kritické prvky, 

podrobný návrh), hodnoty mechanic-

kých parametrov môžu byť spresnené 

vo viacerých krokoch. To znamená ve-

novať viac času analýzam (obr. 1), ale 

vedie to k  presnejším odhadom pô-

sobenia a  odolnosti nosných prvkov. 

LoA prístup takto umožňuje pokryť 

predbežný návrh aj podrobný výpočet 

rovnakým súborom vzťahov.

S  ohľadom na  návrh nových kon-

štrukcií tento prístup dovoľuje postup-

né zvyšovanie presnosti analýz tak, 

ako sa projekt vyvíja od predbežného 

návrhu až po  vykonávací stupeň. To 

pomáha vynaložiť pre každý projekto-

vý stupeň len skutočne potrebný čas. 

Tiež to dovoľuje spresňovať návrh pre 

nie bežné prvky zvláštnej významnos-

ti vo vzťahu ku bezpečnosti konštruk-

cie (napr. oblasti diskontinuít, spojko-

vé prvky).

Prírastkový prístup je tiež veľmi vhod-

ný pri hodnotení existujúcich konštruk-

cií, ktoré aj keď boli správne navrh-

nuté podľa noriem platných v  čase 
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ich výstavby, nespĺňajú požiadavky 

súčasných noriem v  dôsledku zmeny 

zaťažení, alebo prísnych nových nor-

mových požiadaviek. To ale nezname-

ná, že takéto konštrukcie sú nebez-

pečné. Návrhové pravidla sú vytvore-

né tak, aby pokryli série neistôt a boli 

aplikovateľné na široký počet prípadov, 

aj keď môžu byť veľmi konzervatívne 

pre niektoré situácie. V  takých prípa-

doch použitie presnejších metód ana-

lýzy pre stanovenie konštrukčnej bez-

pečnosti je plne oprávnené (aj keď sú 

časovo náročnejšie), najmä ak je mož-

né sa vyhnúť nákladnému zosilňovaniu 

konštrukcie.

LoA prístup bol formálne prezento-

vaný v [1] a implementovaný na výpo-

čet účinkov druhého rádu vo švajčiar-

skej norme pre konštrukčný betón [3] 
v  roku 2003. Nedávno bol tiež použi-

tý v Model Code 2010 [4, 5] pre šmyk, 

šmyk pri pretlačení a  stabilitné výpo-

čty. V  tomto článku sú uvedené prin-

cípy tohto prístupu vo vzťahu k  usta-

noveniam Model Codu 2010 pre šmyk 

pri pretlačení. V článku je tiež uvedený 

praktický príklad použitia tohto prístu-

pu, ktorý pomôže čitateľovi pochopiť 

očakávaný nárast presnosti ak sa po-

užije vyššia úroveň priblíženia.

LOA PRÍSTUP PRE ŠMYK PRI 

PRETLAČENÍ  V   MODEL CODE 

2010

Pretlačenie je predmetom výskumu 

v oblasti konštrukčného betónu od 60. 

rokov 20. storočia. Prvý racionálny 

prístup k  navrhovaniu na  pretlačenie 

vyvinuli vo Švédsku Kinnunen a Nylan-

der [6]. Tento prístup úspešne vysvet-

lil pôsobenie a  šmykovú odolnosť bez 

šmykovej výstuže pri pretlačení lokál-

ne podopretých dosiek. Aj keď metó-

da Kinnunena a Nylandera bola dosta-

točne spoľahlivá, viedla k  trochu kom-

plikovaným návrhovým vzťahom. Ako 

dôsledok bola skutočnosť, že jej im-

plementácia do  noriem bola obtiažna 

a v súčasnosti väčšina noriem v Európe 

[7] a v Amerike [8] pre navrhovanie prv-

kov na pretlačenie bez šmykovej výstu-

že je stále postavená na  empirických 

vzťahoch bez fyzikálneho základu. Pre 

lepšie pochopenie tohto fenoménu bol 

uskutočnený rozsiahly výskum v  po-

sledných dekádach. Podrobný stav po-

znania a porovnanie prístupov je možné 

nájsť v špeciálnych publikáciach [9, 10] 
a výskumných prácach [11, 12].

Zohľadňujúc tieto výskumy sú usta-

novenia pre pretlačenie v Model Code 

2010 založené skôr na  fyzikálnej teórii 

ako empirických vzorcoch  na  rozdiel 

od  predchádzajúceho vydania Model 

Codu. Za  ustanoveniami MC2010 je 

teória kritickej šmykovej trhliny (CSCT). 

Základné princípy teórie CSCT pre 

šmyk pri pretlačení boli vytvorené 

Muttonim a Schwartzom v roku 1991 

[13] a  neskôr spresnené a  rozšírené 

na navrhovanie prvkov nosných v jed-

nom smere na  šmyk Muttonim [14]. 
Séria posledných experimentálnych 

a  teoretických prác potvrdila správ-

nosť tohto mechanického modelu [12, 

15, 16] a tiež rozšírila použitie na prvky 

zlyhávajúce na šmyk po rozvinutí plas-

tických pretvorení v   ohybovej (hlav-

nej) výstuži [17, 18], na dosky vystuže-

né šmykovou výstužou [19, 20] a ďal-

šie prípady. Rozšírený súhrn posled-

ného vývoja a  aplikácií možno nájsť 

tiež v [21]. 

Mechanický model CSCT

Teória kritickej šmykovej trhliny je za-

ložená na  predpoklade, že šmyková 

odolnosť prvkov bez šmykovej výstu-

že je riadená šírkou a drsnosťou šmy-

kovej trhliny, ktorá sa rozvíja vďaka šik-

mej tlakovej diagonále, prenášajúcej 

šmykové sily [12, 15] (obr. 2a). Šmyko-

vá odolnosť, ktorá je výsledkom toho-

to predpokladu, sa dá vypočítať s uvá-

žením dvoch tuhých telies, ktorých ki-

nematika pri zlyhaní je charakterizova-

ná pootočením dosky (vyvinuté v zho-

de s experimentálnymi meraniami [16]). 
Pri uvážení takejto kinematiky sa po-

zdĺž kritickej trhliny rozvinú ťahové na-

pätia a napätia od zaklínenia zŕn kame-

niva (relatívny poklz medzi okrajmi trh-

liny). Šmyková odolnosť sa takto mô-

že vypočítať integráciou oboch prí-

spevkov (betón v ťahu a zaklínenie zŕn 

kameniva) pozdĺž povrchu porušenia 

(hmoždinkový efekt ohybovej výstu-

že sa zanedbáva v dôsledku možnos-

ti odštiepovania betónovej krycej vrs-

tvy, obr. 2a).

Na obr. 2b sú výsledky získane usku-

točnením takejto integrácie s  použi-

tím numerického prístupu podrobne 

ψ

through compression strut
(w ∝ ψ · d)

V

carrying shear

critical shear crack developin

theoretical strut

Rozvoj kritickej šmykovej 
trhliny cez tlakovú diagonálu 
(w  .d)  

Teoretická diagonála 
prenášajúca šmyk  

Obr. 1 Prístup úrovní priblíženia: presnosť 

odhadov ako funkcia času venovaného 

analýzam (prevzaté z [1]) ❚ Fig. 1 Levels-

of-approximation approach: accuracy of the 

estimate as a function of the time devoted to 

analyses (adapted from [1]) 

Obr. 2 Kritická šmyková trhlina, ktorá sa 

rozvíja pozdĺž tlakovej diagonály: a) poloha 

diagonály a kritickej šmykovej trhliny [12], 
b) obálka porušení železobetónovej dosky 

ako funkcia pootočenia dosky pri podpere 

(výsledky zo vzoriek s účinnou výškou 

95 – 450 mm, percentom vystuženia výstužou 

na ohyb 0,4 – 1,6 %, pevnosťou betónu 

15 – 60 MPa, rozmerom zrna kameniva 

8 – 32 mm a priemerom stĺpa 100 – 200 mm), 

c) porovnanie oblasti porušenia s výsledkami 

99 experimentov na pretlačenie [12] ❚ 

Fig. 2 Critical shear crack developing 

through the compression strut: a)location of 

strut and critical shear crack [12], b) failure 

envelopes for reinforced concrete slabs as 

function of slab rotation (results for specimens 

with effective depth of 95-450 mm, flexural 

reinforcement ratio of 0,4-1,6 %, concrete 

strength of 15-60 MPa, aggregate size of 

8-32 mm, and column diameter of 100 – 

200 mm, c) comparison of failure band and 

results from 99 punching shear tests [12]
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v  [16] a  pre významne odchýlky me-

chanických parametrov. Graf je nor-

malizovaný na  oboch osiach, aby sa 

vzal do úvahy rozmer podperovej ob-

lasti, pevnosť betónu v  tlaku, hrúb-

ka prvku a  rozmery zŕn kameniva. Je 

možné pozorovať, že šmyková odol-

nosť klesá so zväčšovaním pootoče-

nia a účinnej výšky dosky (vedie to ku 

väčšiemu otváraniu kritickej šmykovej 

trhliny). Je to logické, lebo širšie trhli-

ny redukujú príspevok betónu v  ťahu 

aj príspevok zaklinenia zŕn kameniva 

v  trhline. Je tiež zaujímavé pozname-

nať, že zlyhania sa vyskytujú v pomer-

ne úzkej a dobre definovateľnej oblasti 

pre všetky prípady (obr. 2b). Porovna-

nie oblasti porušenia s výsledkami 99 

experimentálnych testov na  pretlače-

nie (ktorých data sú detailne uvedené 

v [12]), ktoré je na obr. 2c, ukazuje veľ-

mi uspokojivú zhodu.

Pre účely návrhu a  so  zohľadne-

ním úzkej šírky oblasti zlyhania nie je 

obyčajne potrebný podrobný výpo-

čet obálky zlyhania, ktorú získame in-

tegrovaním ťahových napätí v  betó-

ne a z príspevku zaklínenia zŕn kame-

niva. Pre tieto prípady bolo navrhnu-

té Muttonim zjednodušené krité rium 

zlyhania [14, 12]. To predpokladá, že 

šmyková odolnosť v  pretlačení (tra-

dične korelujúca s  druhou odmocni-

nou pevnosti betónu v tlaku podľa prác 

Moodyho [22]) je funkciou šírky a drs-

nosti šmykovej trhliny ako preukázal 

predchádzajúci mechanický model. 

V

b d
f f w dR

v
c g

0

( , )= ⋅ ,  (1)

kde VR je šmyková odolnosť, b0 dĺžka 

kontrolného obvodu (odsadená o dv/2 

od  okraja oblasti podpery s  uváže-

ním rovnomerného rozdelenia šmyko-

vých síl), dv účinná výška prvku v šmy-

ku (vzdialenosť medzi ťažiskom ohybo-

vej výstuže a povrchom, na ktorom je 

doska podopieraná), fc pevnosť betónu 

v tlaku, w šírka kritickej trhliny a dg ma-

ximálny rozmer zrna kameniva (zohľad-

ňuje drsnosť povrchu trhliny).

Pri stanovení šírky kritickej trhliny w 

Muttoni a  Schwartz [13] uvážili, že 

je úmerná pootočeniu dosky ψ, kto-

ré sa prenásobí účinnou výškou prv-

ku (obr. 2a). 

w = ψ  d  (2)

Na  základe tohto predpokladu 

Muttoni [14, 12] navrhol nasledujúce 

kritérium zlyhania pre prvky bez šmy-

kovej výstuže: 

V

b d f d

d d

R

v c

g0 g

0

3 4

1 15

/
=

+
+

ψ ,  (3)

kde dg0 je referenčná hodnota rozmeru 

zrna kameniva rovná 16 mm a d účin-

ná výška prvku [mm].
Na  obr.  3 je táto rovnica porovnaná 

s oblasťou porušenia, ktorá bola vypo-

čítaná na základe mechanického mo-

delu, pričom ukazuje dobrú zhodu. Pre 

účely navrhovania muselo byť prijaté 

kritérium zlyhania ako charakteristická 

hodnota (cieľový je 5% fraktil, Mutto-

ni [12] a Model Code 2010 [5]) (obr. 3). 

V
Rdd
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ck
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b d
f

0 γ

=  

dg
d k

3 4

15 0 6

/

, , ψ
=

+
≤ 0,6   (4)

kde kdg je súčiniteľ zohľadňujúci maxi-

málny rozmer zrna kameniva dg, ktoré-

ho hodnota môže byť vypočítaná ako 

kdg = 48 [mm] /(16+ dg) a γC parciálny 

súčiniteľ spoľahlivosti pre betón, štan-

dardne γC = 1,5.

Výpočet zaťaženia pri porušení

Šmyková odolnosť v  pretlačení do-

sky bez šmykovej výstuže sa môže vy-

počítať priamo s  použitím CSCT kri-

téria porušenia. Aby sa to takto da-

lo urobiť, musí sa vypočítať priesečník 

medzi kritériom porušenia a  skutoč-

ným pôsobením dosky (charakterizo-

vaným jej krivkou zaťaženie – pootoče-

nie) (obr. 4). Je potrebné poznamenať, 

že tento postup umožňuje nielen vypo-

čítať odolnosť v  pretlačení, ale aj od-

hadnúť deformačnú kapacitu (pooto-

čenie) pri porušení. To poskytuje pro-

jektantovi cenné informácie o  pôsobe-

ní konštrukcie (napr. ťažnosť, krehkosť). 

Naviac, pootočenie (na stanovenie ot-

vorenia šmykovej trhliny) môže byť po-

užité na výpočet aktivácie priečnej vý-

stuže u dosiek so šmykovou výstužou 

[19], alebo na  stanovenie ako vlákna 

vo vláknobetóne prispievajú do  odol-

nosti v  pretlačení [21], pri zohľadnení 

softeningu. 

Použitie pri doskách 

so šmykovou výstužou

Teória sa dá konzistentne použiť aj pri 

doskách vystužených šmykovou výstu-

žou. Početné spôsoby porušenia, ako 

sú pretlačenie v rámci oblasti vystuže-

nej šmykovou výstužou, pretlačenie mi-

mo tejto oblasti, drvenie tlakovej dia-

gonály, delaminácia betónového jadra, 

vytiahnutie šmykovej výstuže, ohybové 

zlyhania, sa dajú riešiť pomocou obálky 

[19, 20]. Podrobnosti o spôsobe ako je 

možné narábať s týmito tvarmi zlyhania 

v rámci modelu CSCT sú do hĺbky vy-

šetrené v [19, 20, 21]. 
Zvlášť významný je tvar porušenia 

pretlačením v  rámci oblasti vystuže-

nej šmykovou výstužou (obr. 5a). Odol-

nosť v tomto prípade závisí od príspe-

vku betónu a šmykovej výstuže: 

VRd = VRd,c + VRd,s . (5)

Táto skutočnosť bola akceptovaná 

väčšinou návrhových modelov. Avšak 

väčšina noriem stále využíva empiric-

ké vzorce na stanovenie týchto príspe-
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vkov. Napríklad konštantnú redukciu 

príspevku betónu vztiahnutú na  odol-

nosť prvku bez šmykovej výstuže uvá-

dza EC2 (25 %) [7] a ACI-318-08 (50 %) 

[8]. Tieto normy tiež uvádzajú empiric-

ké vzorce, alebo konštantné hodnoty 

pre napätie v šmykovej výstuži.

CSCT prístup je celkom odlišný, na-

koľko využíva fyzikálne predpoklady 

teórie. Tento prístup je možné pocho-

piť s použitím obr. 5a, kde je ukázané, 

že šmyková výstuž sa aktivuje otvára-

ním kritickej trhliny (obr. 5b). To zname-

ná, že napätia v šmykovej výstuži ras-

tú až kým nakoniec dosiahnu medzu 

klzu. Na druhej strane klesá príspevok 

betónu do  odolnosti s  otváraním sa 

šmykovej trhliny (obr.  3). Toto je kon-

zistentné s predpokladmi empirických 

modelov, ale umožňuje to výpočet re-

dukcie príspevku betónu (pomer VRd,c/

VRd,c0 na obr. 5c) pre každý špecifický 

prípad na  základe pootočenia (defor-

mačnej kapacity) pri porušení.

S ohľadom na aktiváciu šmykovej vý-

stuže bol odvodený analytický vzťah 

[19, 20] ako funkcia pootočenia do-

sky (s koreláciou na otvorenie kritickej 

šmykovej trhliny) a  podmienok  súdrž-

nosti výstuže. Normová formulácia 

tohto modelu [19, 26], zohľadňujúca 

súdržnosť a šikmú výstuž, bola uvede-

ná v kompletnom vydaní Model Code 

[5]. Všeobecný tvar rovnice je nasle-

dovný: 

σ
sswd

s

6
+= ( )

E ψ
α αsin cos .

bd
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⎛

⎝

⎜
⎜
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⎠
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α

φ
. sin ≤

ywd
f ,  (6)

kde α  je uhol medzi strednicou do-

sky a  šmykovou výstužou, fbd hodno-

ta pevnosti betónu v  súdržnosti (kto-

rá sa pre účely navrhovania môže uva-

žovať 3  MPa pre rebierkovú výstuž), 

fywd medza klzu šmykovej výstuže 

a ϕw prie mer šmykovej výstuže.

Výpočet závislosti zaťaženie 

– pootočenie s použitím LoA 

prístupu 

Na stanovenie vzťahu zaťaženie – poo-

točenie, ktoré je potrebné na  výpočet 

odolnosti v  pretlačení (obr. 4 a  5c), sa 

môžu použiť rôzne metódy. Model Code 

uvádza zjednodušené vzťahy odvode-

né na základe analytických vzorcov [12] 
a  numerických postupov. S  ohľadom 

na  analytické vzorce, všeobecný tvar 

závislosti zaťaženie – pootočenie uvád-

zaný v Model Code 2010 [5] je: 

ψ ==
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sd
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kde rs je vzdialenosť miesta, kde radiál-

ny ohybový moment mení znamien-

ko, od  osi stĺpa, fyd návrhová hodno-

ta medze klzu výstuže na ohyb, Es mo-

dul pružnosti výstuže, msd priemer-

ný ohybový moment na jednotku dĺžky 

použitý na  výpočet ohybovej výstuže 

v  podperovom pruhu a  mRd priemer-

ná ohybová odolnosť na  jednotku dĺž-

ky v podperovom pruhu.

Hodnoty rôznych mechanických 

parametrov vo vzorci možno stano-

viť s  rozdielnou presnosťou, čo vedie 

k prístupu úrovní priblíženia (LoA).

LoA I

Pre účely predbežného návrhu za bez-

pečný predpoklad možno prijať uva-

žovanie msd = mRd. Z toho vyplýva, že 

pri porušení je v  ohybovej výstuži do-

siahnutá medza klzu v  podperovom 

pruhu, čo vedie k  veľkému otvárania 

trhlín (čo znižuje odolnosť v  pretlače-

ní). To vedie ku bezpečným odhadom 

odolnosti, lebo ak odolnosť v pretlače-

ní spĺňa tieto podmienky, pre odolno-

sť dosky bude rozhodujúca ohybová 

únosnosť. Ďalej, dosky spĺňajúce túto 

podmienku budú charakterizované ťaž-

ným spôsobom porušenia, čím sa vy-

hnú problémom spojeným s  krehkým 

porušením. Vzorec pre vzťah zaťaže-

nie – pootočenie sa zjednoduší na tvar:

= 15,
r f

E
s yd

s
d

ψ ,  (8)

kde pre pravidelné lokálne podopre-

té dosky sa dá hodnota rs vypočítať 

na základe rozpätia ako rs ≈ 0,22  (vy-

počítané na  základe geometrie kon-

štrukcie).

LoA II

Úroveň priblíženia II je založená na zjed-

nodušenom stanovení momentu pô-

sobiacom v  podperovom pruhu msd. 

Ten sa dá vypočítať s  použitím analy-

tických vzťahov, ktoré vyjadrujú vzťah 

medzi momentom v podperovom pru-

hu,  šmykovou silou VEd a  momentom 

vnášaným z dosky do podpery (ktorý je 

charakterizovaný jeho excentricitou eu). 

Napríklad pre vnútorný stĺp lokálnej po-

dopretej dosky je:

m
ssd Ed
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Obr. 3 Porovnanie oblasti porušenia (obr. 2c) 

a priemerná a charakteristická hodnota CSCT 

kritéria porušenia ❚ Fig. 3 Comparison 

of failure region (Fig 2c) and average and 

characteristic CSCT failure criteria

Obr. 4 Výpočet bodu porušenia podľa CSCT: 

priesečník medzi kritériom porušenia a krivkou 

zaťaženie – pootočenie ❚ 

Fig. 4 Calculation of failure point according 

to CSCT: intersection between failure criterion 

and load-rotation curve 

Obr. 5 Dosky so šmykovou výstužou: 

a) aktivácia šmykovej výstuže v kritickej 

šmykovej trhline, b) príspevok betónu 

a šmykovej výstuže, c) súčet príspevkov 

betónu a šmykovej výstuže ako funkcia 

pootočenia dosky pri podpere 

❚ Fig. 5 Slabs with transverse 

reinforcement: a) activation of shear 

reinforcement by critical shear crack, 

b) concrete and shear reinforcement 

contributions, c) sum of concrete and shear 

reinforcement contributions as a function of 

slab rotation
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kde VEd/8 je priemerný moment pre ná-

vrh ohybovej výstuže pôsobiaci v pod-

perovom pruhu bez vnášania momen-

tu do  podpery, VEd  eu moment vná-

šaný do  podpery (nevyrovnaný mo-

ment) a  2bs šírka, na  ktorej vnášaný 

moment pôsobí (polovica momentu 

pôsobiaceho na  každej strane stĺpa 

bs ≈ 1,5(rsx rsy)
0,5.

Napriek svojej jednoduchosti, tento 

vzťah poskytuje výborný odhad závis-

losti zaťaženie – pootočenie dosky ako 

je uvedené v [12, 21]. Napríklad pomer 

medzi nameranou a vypočítanou odol-

nosťou v pretlačení pre skúšky na obr. 

2c je 1,07 s  variačným koeficientom 

9 % (významne lepšie než väčšina ná-

vrhových noriem [12]). 

LoA III

Ak sa vykoná lineárne pružnostná ana-

lýza pre návrh ohybovej výstuže do lo-

kálne podopretej dosky, získané mo-

mentové pole sa môže použiť na zlep-

šenie odhadu mechanických parame-

trov rovnice (7). To je napr. jednodu-

ché pre hodnoty rs a msd, kde ohybový 

a krútiaci moment je možné priamo in-

tegrovať.

V tomto prípade pre lepší odhad rôz-

nych parametrov sa súčiniteľ 1,5 v rov-

nici (7) môže nahradiť 1,2 (čo vedie 

k  tuhšiemu pôsobeniu dosky a  takto 

k vyššej odolnosti v pretlačení pre rov-

naké mechanické parametre). 
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LoA IV

V niektorých špeciálnych prípadoch je 

možné vzťah zaťaženie – pootočenie 

lokálne podopretej dosky vyšetrovať 

priamo integrovaním diagramov mo-

ment – krivosť konštrukcie (nelineár-

na analýza). Je to oprávnené napr. ak 

sa dá predísť nákladnému zosilňova-

niu konštrukcie vykonaním presnejších 

analýz. Avšak treba mať na  mysli, že 

takéto analýzy sú časovo veľmi nároč-

né, a že presnosť LoA III je v súčasnos-

ti veľmi uspokojivá. Významné zvýšenie 

odolnosti s použitím tejto úrovne priblí-

ženia možno očakávať len pre dosky 

s pomerne nízkym stupňom vystuženia 

nad stĺpmi (s významnými účinkami ťa-

hového stuženia), alebo ak sa očaká-

va významná redistribúcia ohybových 

momentov medzi stĺpovými oblasťami 

a oblasťami v poli. 

Postupy numerickej integrácie sú uve-

dené v  [23, 24, 25]. Veľa komerčných 

softwarových balíkov tiež poskytuje ná-

stroje na  takéto analýzy. Tieto metódy 

sú ale všeobecne citlivé na  výber pa-

rametrov a  mali by byť aplikované len 

skú senými používateľmi, ktorý pred tým 

kontrolovali výsledky numerických si-

mulácií s výsledkami skutočných testov.

VÝBER VHODNÉHO LOA

Výber vhodného stupňa priblíženia zá-

visí zväčša od  kontextu uskutočnenej 

analýzy (predbežný alebo podrobný vý-

počet) a od potenciálnych úspor, kto-

ré môžeme dosiahnuť ak uskutočníme 

presnejšiu úroveň priblíženia. Všeobec-

ne tento výber je na rozhodnutí projek-

tanta, avšak niektoré objektívne kritéria 

pre výber sú uvedené nižšie.

LoA  I  poskytuje jednoduchý a  bez-

pečný predpoklad pre stanovenie fyzi-

kálnych parametrov do návrhových rov-

níc. Je to rýchle a jednoduché riešenie 

a takto vo väčšine prípadov dostatočné 

pre účely predbežného návrhu. Ďalšie 

významné použitie LoA  I  je na kontro-

lu či daný spôsob porušenia nie je roz-

hodujúci. Je to prípad konštrukcií, kde 

je preukázaná dostatočná odolnosť aj 

pri použití bezpečných predpokladov 

LoA I. V takých prípadoch už nie je po-

trebné vykonať ďalšie analýzy s použi-

tím presnejších úrovní priblíženia.

Pre presnejšie úrovne priblíženia sa 

fyzikálne parametre do  návrhových 

rovníc stanovia s použitím zjednoduše-

ných analytických vzorcov. Tieto úrov-

ne sú opäť rýchle a  obyčajne dosta-

točné na pokrytie väčšiny návrhových 

prípadov. Ich použitie sa odporúča pre 

tendrové a  podrobné návrhy väčšiny 

nových konštrukcií ako aj hodnotenie 

existujúcich konštrukcií.

Najpresnejšia úroveň priblíženia, 

numerické metódy sa môžu použiť 

na stanovenie hodnoty fyzikálnych pa-

rametrov uvažovaných v  návrhových 

rovniciach (numerická integrácia s po-

užitím diagramov moment – krivosť 

konštrukcie). Pre použitie týchto úrov-

ní je typická veľká časová náročno-

sť, a  preto sa odporúča ich apliká-

cia pri podrobnom návrhu veľmi zlo-

žitých konštrukcií alebo pre hodnote-

nie kritických existujúcich konštrukcií. 

Sú oprávnené, ak presnejšie výpočty 

môžu viesť k významným úsporám pre 

klien ta (vylúčením alebo zmenšením 

rozsahu zosilňovania konštrukcie). 

PRÍKLAD POUŽIT IA  LOA

Táto časť vysvetľuje použitie prístupu 

úrovní priblíženia s  pomocou praktic-

kého príkladu. Ten predstavuje výpo-

čet odolnosti existujúcej lokálne po-

dopretej dosky postavenej v  70.  ro-

koch vo Švajčiarsku. Doska má kon-

štantnú hrúbku 0,52  m a  je podopre-

tá skupinou stien po obvode a dvomi 

vnútornými stĺpmi (s priemerom 1,2 m 

v  mieste podopretia dosky) (obr. 6a). 

Pevnosť betónu v  tlaku bola zistená 

fck  =  59,4  MPa (uvažovaná pre dlho-

dobé účinky) a  maximálny rozmer zr-

na kameniva je 32 mm. Doska má veľ-

ké množstvo ohybovej výstuže v stĺpo-

vej oblasti s priemernou hodnotou per-

centa vystuženia ρ = 1,7 % v smere x 

a ρ = 1,4 % v smere y. Medza klzu vý-

stuže fyd  = 390  MPa. Doska má veľ-

ké množstvo ohybov (16 vetiev s prie-

merom 26 mm šikmých pod uhlom 45° 
a pretínajúcich kónicku poruchovú zó-
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nu pri pretlačení). Doska je zaťažená 

vlastnou tiažou, vrstvou zeminy a zaťa-

žením od dopravy. Geometria a rozho-

dujúci zaťažovací prípad sú na obr. 6a 

a  6b. Konštrukcia bola analyzovaná 

a nakoniec zosilnená podľa MC 2010. 

V  článku je riešená len problematika 

stanovenia odolnosti v pretlačení. 

LoA I

Predbežný odhad šmykovej odolnosti 

v pretlačení je možné získať s použitím 

LoA I. Celková šmyková sila pôsobiaca 

v kontrolnom obvode sa dá získať z li-

neárnej analýzy konštrukcie (sila v  stĺ-

pe mínus zaťaženia pôsobiace na plo-

che ohraničenej kontrolným obvodom) 

ako hodnota VEd = 5,54 MN. Minimálna 

odolnosť korešpondujúca v  tomto prí-

pade so smerom s maximálnym poo-

točením (maximálne rozpätie) je možné 

vypočítať s použitím rovnice (8).
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Pre stanovenie odolnosti v  pretlače-

ní musel byť kontrolný obvod b0 redu-

kovaný oproti celkovému kontrolnému 

obvodu vo vzdialenosti dv/2 od líca stĺ-

pa (označenie základného kontrolného 

obvodu v Model Code 2010 je b1), aby 

sa zohľadnili koncentrované sily v šmy-

kovom poli. To sa dá urobiť s použitím 

nasledovného vzťahu: 

b0 = ke  b1 , (12)

kde ke  je súčiniteľ excentricity, zohľad-

ňuje tzv. nevyrovnané momenty, ktoré 

sa vnášajú do podpery.

Približné hodnoty súčiniteľa excentri-

city ke sú uvedené v Model Code 2010 

[5]. Avšak ako je uvedené v  norme, 

v  dôsledku prítomnosti významného 

koncentrovaného zaťaženia v  oblas-

ti podpery sa môžu vyskytnúť väčšie 

šmykové koncentrácie, ako by sa zís-

kali s  uvažovaním hodnôt uvedených 

v  Model Code 2010. Preto namiesto 

hodnoty ke = 0,9 (korešponduje s hod-

notami pre vnútorný stĺp lokálne po-

dopretých dosiek zaťažených rovno-

merným zaťažením podľa Model Code 

2010) bola uvažovaná bezpečnejšia 

hodnota ke = 0,8 [25]. Táto voľba bude 

vysvetlená a spresnená ďalej v texte.

Príspevok betónu a výstuže do odol-

nosti možno priamo vypočítať pre roz-

hodujúce pootočenie: 

+ =

= + =
Rd Rd,c Rd,s

V V V
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  (13)

kde príspevok šmykovej výstuže mož-

no vypočítať s použitím vzorca (6), kto-

rý vedie na  využitie výstuže σswd = 

390 MPa (medza klzu).

V tomto prípade ďalšie možné spôso-

by porušenia (drvenie betónovej diago-

nály, pretlačenie v  ďalších obvodoch) 

nie sú rozhodujúce.

Súčiniteľ bezpečnosti (n = VRd/VEd) 

je v  tomto prípade 0,63, čo môžeme 

považovať za  veľmi nízky s  návrhom 

na okamžité merania.

LoA II

Presnejšie stanovenie odolnosti v pre-

tlačení je možne získať s použitím vý-

sledkov lineárne pružnostnej analýzy. 

Súčiniteľ ke  sa dá získať na  základe 

šmykového poľa konštrukcie v okolí stĺ-

povej oblasti. Obr. 7 ukazuje koncent-

rácie šmykového poľa v blízkosti kon-

centrovaných zaťažení vľavo od  stĺpa 

(kde bolo použité ťažšie koncentrované 

zaťaženie). V  takomto prípade súčini-

teľ excentricity možno vypočítať podľa 

Model Code 2010 ako: 

e
Ed

perp,d,max

k
b

V

v
= =

1
0 78

1

, ,  (14)

kde vperp,d,max korešponduje s  maxi-

málnou hodnotou šmykovej sily na jed-

notku dĺžky, kolmo na  základný kon-

trolný obvod (obr. 7b). Táto hodno-

ta ukazuje, že predchádzajúci odhad 

(úroveň I) súčiniteľa excentricity bol 

celkom dobrý. V LoA II sú krivky zaťa-

ženie – pootočenie vypočítané s použi-

tím rovnice (7) a stanovenie msd je uro-

bené s použitím vzťahov pre úroveň II 

v MC2010, msd = VEd (1/8 + eu/(2bs)). 

Požadované parametre rsx (= 0,22 x 

= 2,51 [m]) a rsy (= 0,22 y = 2,22 [m]) 

možno získať z geometrie konštrukcie.

Výsledky sú vykreslené na  obr.  8a. 

Na  tomto obrázku sú odolnosť betó-

nu (VRd,c stanovené podľa (4)), príspe-

vok šmykovej výstuže (VRd,s stanove-

ný podľa (6)) a  závislosť zaťaženie – 

pootočenie (stanovené podľa (7) a  (9)) 

ako funkcie pootočení v  smere osi x 

a y (maximálna šmyková odolnosť ne-

rozhoduje). Výsledok je VRd = 4,22 MN 

s rozhodujúcim smerom y. Faktor bez-

pečnosti (n = VRd/VEd) je v tomto prípa-

de 0,76, stále pomerne nízky, ale nie 

tak kritický ako pri LoA I.

V  tomto prípade možno vidieť, že 

napätie v  šmykovej výstuží je σswd = 

271 MPa, čo je menej ako medza klzu 

(oproti výsledku LoA I). Je to preto, že 

pootočenie pri porušení (ψ = 0,64 %) je 

menšie než pri výpočte v LoA I. Avšak, 

aj keď sa príspevok šmykovej výstu-

že znížil, celková odolnosť v pretlače-

ní sa zvýšila lebo príspevok betónu bol 

väčší vďaka menšiemu pootočeniu. 

Na obr.  8a možno tiež vidieť, že kon-

štrukcia nebude mať pravdepodob-

ne dostatočnú odolnosť (VRd < VEd), 

dokonca aj keď sa použijú presnej-

šie úrovne priblíženia (odolnosť dosky 

je väčšia ako účinok zaťaženia len pre 

veľmi malé pootočenia). Avšak analý-

za s vyššími úrovňami priblíženia môže 

 

perp,d,maxv

 

Obr. 6 Príklad použitia prístupu: a) geometria 

a oblasť vyšetrovania, b) priečny rez nad 

stĺpom, c) rozhodujúci zaťažovací stav ❚ 

Fig. 6 Example of application: a) geometry 

and region investigated, b) cross-section over 

column, c) governing load case

Obr. 7 Analýza šmykového poľa: a) šmykové 

pole lokálne podopretej dosky pre rozhodujúci 

zaťažovací stav, b) rozdelenie šmykových 

napätí pozdĺž kontrolného obvodu 

❚ Fig. 7 Shear field analysis: a) shear field of 

flat slab for governing load case, b) distribution 

of shear forces along control perimeter

7a 7b
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byť stále zaujímavá pre optimalizáciu 

možného zosilňovania [20]. To bol aj 

prípad tohto príkladu, ktorý odôvodnil 

hlbšie analýzy s použitím vyšších LoA. 

LoA III

S využitím uskutočnenej lineárnej ana-

lýzy boli získane hodnoty msd a  rs 

presnejším spôsobom z momentového 

poľa ako je opísané v MC2010. Hod-

noty rs sú 2,48 a  2,61  m pre smer x 

a  y. (celkom dobrý súlad s  odhadom 

LoA  II). Integrovanie ohybových mo-

mentov vedie k výsledkom zobrazeným 

na  obr. 8b. Výsledky poskytli o  niečo 

väčšiu predikciu odolnosti aj keď s ob-

medzeným ziskom. Šmyková odolnosť 

v  pretlačení je VRd = 4,35 MN, s  fak-

torom bezpečnosti n = 0,78. 

LoA IV

Nakoniec presná analýza závislosti zaťa-

ženie – pootočenie bola vykonaná s ne-

lineárnym modelom na  báze koneč-

ných prvkov. Model bol lokálny (doska 

ohraničená osami v  strede rozpätia) 

a  pozostávala z  32 oblastí, kde bolo 

uvážené rozdielne vystuženie v blízkos-

ti stĺpov a v poli. Výsledky sú zobraze-

né na obr. 8c, kde je možné vidieť ob-

medzený nárast odolnosti s hodnotou 

VRd = 4,46 MN, s faktorom bezpečnos-

ti n = 0,8. Tento výsledok je konzistent-

ný s  inými prácami [12] a ukazuje, že 

vzťahy pre LoA II a LoA III v MC2010 sú 

celkom presné pre ohybové pôsobe-

nie dosiek s  veľkým množstvom ohy-

bovej výstuže a  bezpečnejšie pre do-

sky s malým množstvom ohybovej vý-

stuže (kde ťahové stuženie môže hrať 

významnú rolu). 

Komentár k výsledkom

Získané výsledky potvrdili, že stanove-

nie šmykovej odolnosti v pretlačení mô-

že byť progresívne spresňované s  po-

užitím prístupu úrovní priblíženia. Je to 

možné, lebo lepší odhad fyzikálnych pa-

rametrov návrhového modelu je usku-

točňovaný pre každú jednotlivú úroveň 

priblíženia (LoA). LoA I a II je možné vy-

konať za  niekoľko minút. LoA III vyža-

duje viac než dvojnásobok tohto času. 

LoA IV trval pre tento príklad niekoľko 

dní. Nárast pri odhadnutej odolnosti bol 

však obmedzený a  LoA II a  LoA III sú 

obyčajne dostatočné pre podrobné na-

vrhovanie a hodnotenie. V tomto prípa-

de (z dôvodu zložitosti prístupu k lokál-

ne podopretej dosky) boli urobené všet-

ky úrovne, aby sa optimalizovalo množ-

stvo šmykovej výstuže a metóda použi-

tá pri dodatočnom zosilnení. 

ZÁVERY

V tomto článku je rozobratá koncepcia 

prístupu navrhovania s  použitím úrov-

ní priblíženia (LoA) pri navrhovaní a hod-

notení konštrukcií. Jej použitie v novom 

Model Code 2010 je tiež vysvetlené 

s odkazom na kapitolu šmyk pri pretla-

čení a aplikáciou na reálnu konštrukciu. 

Hlavné závery príspevku sú:

• LoA prístup je založený na  myšlien-

ke, že na  navrhovanie majú byť po-

užívané konzistentné (fyzikálne čisté) 

teórie. Rôzne mechanické paramet-

re použité v rámci týchto teórií sa dajú 

získať s  použitím rozdielneho stupňa 

presnosti.

• Pokiaľ sa má analýze venovať má-

lo práce (prvá úroveň priblíženia), ma 

tento prístup poskytnúť bezpečne (už 

realistické) hodnoty odolnosti a pôso-

benia nosných prvkov.

• Presnosť sa môže potom zvýšiť vy-

konaním ďalších analýz. To umožňuje 

získať lepšie odhadnuté fyzikálne pa-

rametre, ktoré sú požadované do ná-

vrhových rovníc.

• Tento prístup je vhodný na navrhova-

nie a hodnotenie konštrukcií:

- S ohľadom na navrhovanie, umožňu-

je zvýšenie presnosti analýz ako sa 

projekt vyvíja od koncepčného navr-

hovania po realizačný projekt.

- S  ohľadom na  hodnotenie existujú-

cich konštrukcií, dovoľuje spresne-

nie niektorých prijatých predpokladov 

(typicky bezpečný a uvedený s ohľa-

dom na pokrytie širokého intervalu prí -

padov). Významné množstvo času ve -

no vané v týchto prípadoch analýzam 

je oprávnené ak sa dá vyhnúť náklad-

ným (nepotrebným) zosilňovaniam.

• Model Code 2010 ponúka LoA prístup 

pri šmyku, šmyku pri pretlačení a pri 

stabilite. Pripravené konzistentné ná-

vrhové modely majú povzbudiť rozší-

renie LoA prístupu aj pre ostatné ob-

lasti navrhovania.

Autori implementovali myšlienky LoA prístupu 

do Model Code 2010 v rámci fib pracovnej 

skupiny Task Group 4.2. Autori by radi 

poďakovali ostatným členom edičnej skupiny 

TG 4.2 (Evan Bentz, Stephen Foster, a Viktor 

Sigrist) ako aj Joostovi Walravenovi. 

Autori tiež oceňujú pripomienky a návrhy Karla 

Thomu a Bruna Zimmerliho (i-beratung GmbH, 

Švajčiarsko) ku príkladu uvedeného v rámci 

príspevku.

Prof. Dr. Aurelio Muttoni

Ecole Polytechnique Fédérale de 

Lausane – ENAC

Station 18, Lausane CH-1024

Švýcarsko

Dr.Miguel Fernández Ruiz

Ecole Polytechnique Fédérale de 

Lausane – ENAC
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Švýcarsko
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Obr. 8 Výsledky pre rôzne úrovne priblíženia: 

a) LoA II, b) LoA III, c) LoA IV ❚ 

Fig. 8 Result for the various levels of 

approximation: a) LoA II, b) LoA III, c) LoA IV
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