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Řada běžných konstrukčních systémů ve stavebnictví má pru-
tový charakter. Pro tyto konstrukce je používána prutová teorie, 
při které se chování materiálu vystihuje na úrovni průřezu. 
V případě železobetonových konstrukcí je přitom obecně nutné 
zohlednit materiálovou nelinearitu. Předkládaný příspěvek 
uvádí přehled stavu výzkumu průřezové analýzy železobetono-
vých prutů. Analýza průřezu popisuje vztah mezi vnitřními sila-
mi a deformací. K dispozici je značný počet rozdílných modelů, 
pro které je v příspěvku navržena klasifikace. Současně použí-
vané modely mohou být roztříděny do integrálních modelů, pří-
hradových modelů, vrstvičkových modelů a modelů na základě 
metody konečných prvků. Pro každou třídu budou vysvětleny 
její charakteristiky a popsány nejdůležitější modely.
Many common structures consist of one-dimensional mem-
bers. For such structures beam theory is applicable. Within 
beam theory, the material behaviour can be captured on 
cross-sectional level. Regarding reinforced-concrete structures, 
material nonlinearity has generally to be considered. The pre-
sent article provides an overview of the state of the art in cross-
sectional analysis of one-dimensional reinforced-concrete 
elements. A cross-sectional analysis describes the relationship 
between the internal forces and the generalised strains. There 
is a large number of different models, for which a classification 
is suggested here. Existing models can be classified into resul-
tant models, truss models, uniaxial models, wall models, and 
finite element models. For each class, the characteristics are 
outlined and the most important models are presented.

V rámci prutové teorie se předpokládá, že vliv chování materiá-
lu lze vystihnout na úrovni průřezu. Chování průřezu se stanoví 
na základě průřezové analýzy, která pro dané vnitřní síly vyšetřu-
je odpovídající stav napětí a přetvoření. 

Stav přetvoření popisuje rozdělení přetvoření po průřezu nej-
častěji pomocí zobecněných deformací ε tvořících deformační 
veličiny prutového elementu. Výslednice odpovídajících napě-
tí představují vnitřní průřezové síly f prutu. Relace mezi vnitřní-
mi silami a deformačními veličinami jsou označovány jako kon-
stitutivní vztahy S. Za předpokladu lineárně pružného chování 
materiálu a lokálních os prutu kongruentních (shodných) k hlav-

ním osám a těžišti průřezu, jsou tyto vztahy lineární a nezávis-
lé. Známé konstitutivní vztahy pro prvek mohou být formulová-
ny v maticové formě následovně: 

SLin . ε = f , 
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Matice SLin je diagonální matice s konstantními hodnotami 
tuhostí na hlavní diagonále, přičemž EA značí axiální tuhost, 
GAQy a QAQz smykové tuhosti s  účinnými smykovými plocha-
mi, GIT torzní tuhost a EIY a EIZ ohybové tuhosti. Stav přetvoře-
ní odpovídající příslušné vnitřní síle lze určit přímo. Kroucení je 
zjednodušeně uvažováno prostým St. Vénantovým kroucením.

Nelineární chování materiálu vede k nelineárním vztahům 
mezi vnitřními silami a přetvořením. Prvky konstitutivní mati-
ce SNiLi již nejsou konstantní, nýbrž závislé na aktuálním stavu 
deformace a vzájemně vázané. Matice ztrácí diagonální formu 
a je obecně plně obsazena.

SNiLi . ε = f , 
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Z důvodů nelinearity vztahů není možné přímo určit stav pře-
tvoření odpovídající vnitřním silám.

Jednou z aplikací analýzy průřezu je určení vztahů mezi vnitř-
ními silami a přetvořením, např. vztahy moment-křivost nebo 
krouticí moment-poměrné zkroucení. Hlavní aplikací analýzy 
průřezu je posouzení průřezu, přičemž jednu z variant předsta-
vují interakční diagramy. V budoucnu bude průřezová analýza, 
která je běžnou součástí programů pro řešení prutových kon-
strukcí, intenzivněji využívána také při nelineárních statických 
výpočtech komplexních systémů. 

Rozmanité, v současnosti používané, modely průřezové analýzy 
lze zařadit do pěti tříd: integrální modely, modely příhradové ana-
logie, jednoosé modely, vrstvičkové modely a modely na základě 
metody konečných prvků (MKP). V následujícím textu budou jed-
notlivé třídy blíže charakterizovány a vybrané modely vysvětleny. 

Doposud neexistuje žádný obecně uznávaný model k průře-
zové analýze libovolných obecně zatížených prostorových žele-
zobetonových prvků.

I N T E G R Á L N Í  M O D E LY

Integrální modely formulují chování průřezu přímo prostřednic-
tvím vztahů mezi vnitřními silami a zobecněnými deformace-
mi. Tyto vztahy jsou buď čistě empirické, nebo vznikají spojením 
charakteristických bodů detailní analýzy průřezu tak, jak je uká-
záno v kapitolách o jednoosých modelech, vrstvičkových mode-
lech a modelech na základě MKP, přičemž poslední jmenovaný 
se užívá v trilineárním vztahu moment-křivost podle DIN 1045-1 
(obr. 1). Empirické formulace se používají zejména pro chová-
ní při kroucení. V praxi rozšířený postup paušální redukce tuhosti 
v nelineárním režimu též odpovídá integrálnímu modelu. 

Jednosměrný vliv jedné vnitřní síly na ostatní může být vyjád-
řen analyticky nebo interpolací. Při komplexní interakci vnitřních 
sil je tento postup nevhodný. Alternativní formulace se zaklá-
dá na modifikaci současně používaných plastických modelů [2]. 
Namísto trojosého materiálového modelu pro hlavní napětí se for-
mulace provádí pro dva ohybové momenty a normálovou sílu, při-
čemž kalibrace modelových parametrů je nutná pro každý průřez. 
Integrální modely mohou být použitelné pro analýzu konstrukce, 
pro obecně platnou analýzu průřezu ovšem nejsou vhodné.

P Ř Í H R A D O V É  M O D E LY 
(Strut-and-Tie, pozn. překladatele)
Modely na základě příhradové analogie idealizují chování železo-
betonového prvku prostřednictvím předpokládaného příhradové-
ho systému složeného z betonových tlačených prvků a tažených 
pásů a diagonál tvořených betonářskou výztuží. První mode-
ly pocházejí od Ritter [3] und Mörsch [4]. Průběhy sil na žele-
zobetonovém nosníku namáhaném normálovou silou, ohybo-

vým momentem a posouvající silou jsou idealizovány pomo-
cí rovinné příhradoviny. Pro kroucení rozšiřuje Rausch [5] tento 
model na prostorovou příhradovinu. Ještě dnes se tato koncep-
ce posouzení na účinky posouvající síly a kroucení, obsažená 
v převážné části národních i mezinárodních předpisů pro železo-
beton, zakládá na těchto modelech. Modely na základě příhrado-
vé analogie splňují pouze podmínky rovnováhy. Tuhost, kompati-
bilita lokálních přetvoření ani pracovní diagramy materiálu nejsou 
zohledněny. Z tohoto důvodu je platnost příhradových modelů 
omezena maximálně na mezní stav únosnosti.

J E D N O O S É  M O D E LY

Jednoosé modely slouží standardně k posouzení průřezů namá-
haných biaxiálním ohybem a normálovou silou. Zjednodušeně 
předpokládají čistě jednoosý stav přetvoření a napětí ve směru 
podélné osy prutu. Obecně se dále předpokládá platnost Ber-
noulliho hypotézy o zachování rovinnosti průřezu.

Určení stavu přetvoření pro dané vnitřní síly probíhá iterativ-
ně řešením inverzního problému. Vnitřní síly způsobené daným 
stavem přetvoření lze určit integrací příslušných napětí. Za před-
pokladu vhodných počátečních hodnot je tento stav iterativně 
zpřesňován. Přehled udává [6] a [7].

Poněkud zvláštní postavení mezi jednoosými modely zabírá 
Schadeova formulace [8]. Tento model je určen k výpočtu ten-
kostěnných průřezů namáhaných biaxiálním ohybem, normálo-
vou silou a vázaným kroucením. Celkové podélné přetvoření je 
superpozicí podélného přetvoření ohybem a normálovou silou 
a přetvoření vázaným kroucením, afinním k deplanační funkci 
podle St.-Vénantovy teorie kroucení. 

V R S T V I Č K O V É  M O D E LY

Vrstvičkové modely rozloží průřez do jednotlivých vrstviček. Vrs-
tvičky jsou uspořádány paralelně k ose prutu tak, že jejich nor-

Obr. 1  Trilinieární závislost moment-křivost podle DIN 1045-1
Fig. 1  Tri-linear moment-curvature relationship according to DIN 1045-1

Obr. 2  Rovinný příhradový model podle Rittera a Mörsche
Fig. 2  Plane truss model of Ritter and Mörsch

Obr. 3  Prostorový příhradový model podle Rausche
Fig. 3  Spatial truss model of Rausch

Obr. 4  Model podle Vecchia a Collinse [14]
Fig. 4  Model proposed by Vecchio & Collins [14]

Obr. 5  Model podle Lucero-Cimas [15]
Fig. 5  Model proposed by Lucero-Cimas [15]

Obr. 6  Model podle Cocchi & Volpi [16]
Fig. 6  Model proposed by Cocchi & Volpi [16]
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mála probíhá ortogonálně k ose prutu. Jednotlivé vrstvičky pře-
bírají síly působící výlučně v jejich rovině. Z toho vyplývá rovin-
ná napjatost každé vrstvičky se dvěma normálovými napětími, 
smykovým napětím a odpovídajícími přetvořeními včetně smy-
kových deformací. Přetvoření příčnou roztažností kolmo k rovině 
vrstvičky se zanedbávají, což vede rovněž k rovinnému stavu pře-
tvoření. Pro vrstvičky ze železobetonu existuje široké spektrum 
rozdílných modelů, které budou v následujícím odstavci shrnuty 
a vysvětleny. Kromě pojmu vrstvičkový element je běžný pojem 
membránový element.

Jednotlivé vrstvičky vrstvičkových modelů jsou vzájemně vázá-
ny podmínkami kompatibility a rovnováhy. Díky zohlednění 
smykových napětí je v porovnání s jednoosými modely možné 
vystihnout posouvající síly a kroucení. Kromě globálních defor-
mačních veličin prutu je nutné určit lokální stav napětí a přetvo-
ření jednotlivých vrstviček.

Membránové elementy pro železobeton
Oproti rovinným příhradovým modelům se v případě Com-
pression Field Theory (CTF) [9] kromě podmínek rovnová-
hy zohledňuje kompatibilita přes trhliny průměrovaných pře-
tvoření. Předpokládá se, že se směr hlavních napětí, přetvoře-
ní a trhlin resp. fiktivních tlačených prvků překrývá a v závislosti 
na přetvořeních rotuje. Pracovní diagramy se zadávají pro beton 
tlačených prvků, beton v kolmém směru k těmto prvkům a pro 
výztuž. Důležitým efektem je vliv příčného tahu na snížení pev-
nosti a tuhosti myšlených tlačených prvků.

Pomocí modifikované funkce σ(ε) betonu v tahu vystihuje tzv. 
Modified Compression Field Theory (MCFT) [10] také pře-
nos smyku trhlinami, který je umožněn hmoždinkovým efektem 
výztuže a „zazubením“ okrajů trhlin.

V případě Cracked Membrane Model (CMM) [11] je rovno-
váha formulována přes lokální napětí, tedy odlišným způsobem 
než je tomu u metody MCFT.

Konzistentní způsob zohlednění přenosu smyku v trhlině je 
zvolen v modelu Fixed Angle Softened Truss Model (FASTM) 
[12]. Směr tlačených prvků případně trhlin a hlavních os se již 

nepřekrývá. Kromě funkce σ(ε) betonu tlačených prvků a beto-
nu ve směru k nim kolmém se odvozuje další vztah mezi smy-
kovými napětími a posunutím. Tlačený prvek probíhá ve směru 
hlavních okrajových membránových napětí.

Odlišné řešení je použito u Disturbed Stress Field Model 
(DSFM) [13] s kombinací pevných a volně rotujících trhlin, při-
čemž od koaxiality hlavních napětí a přetvoření se upouští. 

Model Softened Membrane Model (SMM) představuje roz-
šíření modelu FASTM zohledněním příčné roztažnosti. Tím jsou 
vázána obě přetvoření i ve sledovaném pootočeném souřad-
nicovém systému. Příčná roztažnost má význam zejména pro 
chování po vzniku trhliny. 

Systematické srovnání nejrozšířenějších modelů je uvede-
no v tab. 1. Rozlišovací znak jednotlivých modelů je koncepce 
vystižení trhlin. Kromě koncepce rozetřených trhlin se používa-
jí lokální a kombinované formulace. Dále se jednotlivé modely 
liší ohledně předpokládané orientace trhliny, která je u uvede-
ných modelů definována směrem hlavních napětí nebo pře-
tvoření.

Současné vrstvičkové modely
Poprvé byly vrstvičkové modely k analýze průřezu rovinného 
železobetonového nosníku namáhaného normálovou a posou-
vající silou a ohybovým momentem použity v [14]. Průřez prutu 
je modelován pomocí na sebe vrstvených membránových ele-
mentů podle teorie MCFT. Výsledkem jsou kromě stavu pře-
tvoření jednotlivých elementů také křivost, smykové deformace 
a délkové přetvoření prutu. Rozdělení smykových napětí se před-
pokládá zjednodušeně.

V [15] jsou analyzovány prostorové obdélníkové nebo T-průře-
zy tak, že vnější oblasti průřezu jsou modelovány membránový-
mi elementy. Vnitřní jádro se zanedbává. Membránové elemen-
ty jsou modelovány podle teorie CFT, jejich tloušťka je závislá 
na křivosti prutu. V případě obdélníkového průřezu je zohled-
něno všech šest vnitřních sil, a kromě tří křivostí a axiálního 
přetvoření je určena také smyková deformace prutu, přičemž 
jsou posouvající síly předpokládány jako rovnoměrně rozdělené 

Obr. 7  Model podle Hartung & Krebs [18]
Fig. 7  Model proposed by Hartung & Krebs [18]

Obr. 8  Model podle Rahal & Collins [19]
Fig. 8  Model proposed by Rahal & Collins [19]

Obr. 9  Rozdělení smykových napětí v důsledku 
namáhání kroucením

Fig. 9  Shear stress distribution due to torque
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na protilehlé strany průřezu. V případě T-průřezů posouvající síly 
a posuny vystiženy být nemohou.

V [16] je odvozen model pro polygonální železobetonové prů-
řezy namáhané kroucením, šikmým ohybem a normálovou 
sílou, posouvající síly se nezohledňují. Stejně jako v předcho-
zím případě se okraje průřezu rozloží do membránových ele-
mentů různých tlouštěk a vnitřní jádro se zanedbává (obr. 6). 
Jejich tloušťka je opět závislá na křivosti prutu. Pro elementy je 
pro použita teorie MCFT. V [17] je tento model rozšířen o cyklic-
ké zatížení, přičemž se používá modelu DSFM.

Model popsaný v [18] je vhodný k analýze polygonálních prů-
řezů železobetonových prutů. Průřez je přitom rozložen na vrs-
tvičky, tvořící jednoduchý spojitý řetězec. Na rozdíl od všech 
již popsaných modelů se mohou vyznačovat více než jedním 
materiálovým bodem. Přísně vzato se již ve vrstvičkách nejedná 
o rovinný stav napětí, protože se předpokládají smyková napě-
tí kolmo k rovině vrstvičky. Pro beton tlačených prvků a beton 
ve směru k nim kolmém se používají zjednodušené pracovní 
diagramy. Zohledňuje se všech šest vnitřních sil a spojitá zatíže-
ní ve třech směrech souřadnicového systému. Pro kroucení se 
předpokládá uzavřený tenkostěnný průřez.

Odlišný postup vzhledem k uvedeným vrstvičkovým modelům 
je zvolen v [19]. Průřez se rozdělí na dva fiktivní spolupůsobící sys-
témy, přičemž v prvním z nich, který představuje masivní beto-
nový průřez s podélným vyztužením, se předpokládá jednoosý 
stav napětí. Druhý systém se skládá z membránových elementů 
podle teorie MCFT, které vytvářejí tenkostěnný uzavřený průřez 
odpovídající svými vnějšími rozměry výchozímu průřezu. Kromě 
tří křivostí se určují posunutí a axiální přetvoření prutu. 

Rozdělení do dvou systémů je podobné základnímu princi-
pu hybridního modelu [20, 21] odvozeného na pracovišti auto-
rů příspěvku.

Přehled současně používaných vrstvičkových modelů je uve-
den v tab. 2. Je zřejmé, že s výjimkou modelu podle [18] jsou při-
jata omezení týkající se geometrie průřezu. Problematické se jeví 
též zohlednění posouvajících sil. V případě jednoduchých geome-
trií průřezů se zavádějí zjednodušené předpoklady týkající se roz-

dělení smykových napětí, u komplexních geometrií se posouvající 
síla často zanedbává. Toto zjednodušení je problematické zejmé-
na v případě současného namáhání kroucením a z toho vyplývající 
superpozice smykových napětí. Tímto postupem je také ignorován 
vliv posouvajících sil na zmenšení ohybové a axiální tuhosti prutu. 

Jednotlivé vrstvičkové modely se rozlišují také způsobem, 
ja kým zohledňují smykové deformace. Některé z nich určují prů-
měrné smykové deformace na základě zjednodušených před-
pokladů rozdělení smykových napětí, jiné sice vystihují lokální 
smykové deformace, předpokládají ale smykově tuhý prut.

A N A LÝ Z A  M E T O D O U  K O N E Č N Ý C H  P R V K Ů

Metoda konečných prvků (MKP) se vyvinula do univerzálního 
nástroje mechaniky stavebních konstrukcí. V klasické MKP je 
pole posunutí popsáno funkcemi v závislosti na uzlových hod-
notách. Pro analýzu průřezu se používají jednorozměrné, rovin-
né a prostorové prvky (obr. 9). 

Použití 1D prvků se omezuje zejména na tenkostěnné průřezy, 
při kterých lze průřez redukovat na střednici průřezu a mohou 
být použity zjednodušené teorie. Tyto elementy najdou uplat-
nění zejména v případě tenkostěnných profilů obvyklých u oce-
lových konstrukcí [22].

Při použití 2D prvků se průřez rozkládá do rovinných elemen-
tů. Tato metoda se používá také při analýze průřezů namáhaných 
teplotou [23]. Model zohledňující všech šest vnitřních sil, avšak 
s omezením na St.-Vénantovo kroucení, uvádí [24]. Průřez je dis-
kretizován v závislosti na poloze v průřezu prvky s čistě jednoosou 
napjatostí, prvky s normálovým a smykovým napětím případně 
normálovým a dvěma smykovými napětími. Použitý popis mate-
riálu se zakládá na teorii MCFT. V [25] je zohledněno rovněž šest 
vnitřních sil, uvažována je ale prostorová napjatost. Formulace se 
zakládá na, v porovnání s klasickou teorií prutu, rozšířené kinema-
tice ve spojení s elasto-plastickým multi-surface materiálovým 
modelem. Diskretizace probíhá adaptivně (obr. 9b).

Modelování pomocí 3D elementů ve své podstatě již neod-
povídá analýze průřezu. Namísto průřezu je modelována koneč-
ná část prutu. Modelování ve 3D je nezbytné v případech, kdy 
v podélném směru prutu nemůže být předpokládán homogen-
ní stav, čímž se teorie prutu stává neplatnou. V rámci analýzy 
prutových konstrukcí je na uvážení, zda modelování dílčích částí 
prutu 3D elementy s následnou idealizací do prutového prvku 
ve srovnání s 3D modelem celkového konstrukčního systému 
skutečně přináší výhody. V [26] je analyzováno komplexní cho-
vání při kroucení (obr. 9c). Prostřednictvím 3D modelů se v [27] 
stanovují vztahy mezi vnitřními silami a deformacemi pro výpo-
čet scénářů zhroucení prostřednictvím dílčích modelů. Oba jme-
nované 3D modely aplikují elasto-plastický model porušení.

Velká přednost MKP spočívá v její flexibilitě. Obecně nejsou 
nutná žádná omezení týkající se geometrie či rozdělení napětí 
a přetvoření. Další výhodou je možnost využití v současnosti pou-
žívaných osvědčených algoritmů k diskretizaci, výpočtu a vyhod-
nocení. Nevýhodou může být výpočtová náročnost v závislosti 
na způsobu diskretizace. FE-analýza průřezu neposkytuje výsled-
ky ve formě zobecnělých přetvoření event. vnitřních sil, k tomu je 
zapotřebí následný postprocessing.

S H R N U T Í

Při nelineárním výpočtu prutových konstrukcí je vliv materiálu 
vystižen analýzou průřezu. Analýza průřezu poskytuje vztah mezi 

Tab. 1  Přehled membránových elementů
Tab. 1  Overview of membrane elements

Označení
Trhlina

Charakter
model orientace závislá na

CFT rozetřená přetvoření poprvé kompatibilita

MCFT kombinovaná přetvoření modifikovaná σ (ε) betonu 
v tahu

CMM lokální přetvoření lokální GG-podmínka
DSFM kombinovaná přetvoření/napětí dva směry
FASTM rozetřená napětí konsistentní přenos smyku
SMM rozetřená napětí uvážení příčné roztažnosti

Tab. 2  Přehled vrstvičkových modelů
Tab. 2  Overview of wall models

Model Vnitřní síly Membrána Průřez

Vecchio & Collins [14] N, My, Vz MCFT

Lucero-Cimas [15] N, Mx, My, Mz, (Vy), (Vz) CFT

Cocchi & Volpi [16] N, Mx, My, Mz MCFT/DSFM

Rahal & Collins [19] N, Mx, My, Mz, Vy, Vz MCFT

Hartung & Krebs [18] N, Mx, My, Mz, Vy, Vz
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vnitřními silami a deformacemi. Současně používané mode-
ly mohou být zatříděny do integrálních modelů, příhradových 
modelů, jednoosých modelů, vrstvičkových modelů a modelů 
na základě metody konečných prvků. Integrální modely formulu-
jí přímý vztah mezi vnitřními silami a zobecnělými deformacemi 
a nejsou vhodné pro obecnou analýzu průřezu. Platnost modelů 
příhradové analogie se omezuje na mezní stav únosnosti. Jedno-
osé modely zohledňují šikmý ohyb a normálovou sílu. Vrstvičko-
vé modely rozkládají průřez do vzájemně vázaných membráno-
vých prvků a mohou principiálně vystihnout všech šest vnitřních 
sil. Modely analýzy průřezu na základě konečných prvků jsou 
velmi flexibilní, ale náročné na výpočetní operace.

Z ÁV Ě RY

• Doposud neexistuje obecně uznávaný model pro analýzu prů-
řezu libovolných prostorových železobetonových prutových 
konstrukcí.

• Integrální modely popisují chování průřezu přímo pomocí vzta-
hů mezi vnitřními silami a zobecnělými deformacemi. 

• Průběh sil v železobetonovém nosníku lze idealizovat pomocí 
příhradové analogie.

• Jednoosé modely se standardně používají pří dimenzování 
prutů a jednosměrně pnutých desek.

• Vrstvičkové modely rozkládají průřez do jednotlivých vzájemně 
vázaných membránových elementů.

• Pro analýzu průřezu se používají jedno-, dvou a trojrozměrné 
elementy.
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