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Rada béznych konstrukénich systémd ve stavebnictvi md pru-
towy charakter. Pro tyto konstrukce je pouZivdna prutovd teorie,
pli které se chovdni materidlu vystihuje na drovni prdrezu.
V pipadé Zelezobetonowych konstrukci je piitom obecné nutné
zohlednit materidlovou nelinearitu. Predklddany  prispévek
uvddi prehled stavu vyzkumu prifezové analyzy Zelezobetono-
vych prutd. Analyza prifezu popisuje vztah mezi vnitfnimi sila-
mi a deformaci. K dispozici je znacny pocet rozdilnych modeld,
pro které je v pifspévku navrZena klasifikace. Soucasné pouzt-
vané modely mohou byt roztiidény do integrdinich modeld, pi-
hradovych modeld, vrstvickovych modeld a modeld na zdkladé
metody konecnych prvkd. Pro kaZdou tfidu budou vysvétleny
Jeji charakteristiky a popsdny nejddleZitési modely.

Many common structures consist of one-dimensional mem-
bers. For such structures beam theory is applicable. Within
beam theory, the material behaviour can be captured on
cross-sectional level. Regarding reinforced-concrete structures,
material nonlinearity has generally to be considered. The pre-
sent article provides an overview of the state of the art in cross-
sectional analysis of one-dimensional reinforced-concrete
elements. A cross-sectional analysis describes the relationship
between the internal forces and the generalised strains. There
s a large number of different models, for which a classification
is suggested here. Existing models can be classified into resul-
tant models, truss models, uniaxial models, wall models, and
finite element models. For each class, the characteristics are
outlined and the most important models are presented.

V rdmdi prutové teorie se predpokldda, Ze vliv chovani materia-
lu Ize vystihnout na drovni prdiezu. Chovani prifezu se stanovi
na zakladé prlifezové analyzy, kterd pro dané vnitini sfly vysetfu-
je odpovidajici stav napéti a pfetvoren.

Stav pretvofeni popisuje rozdéleni petvoreni po prifezu nej-
¢astéji pomoci zobecnénych deformaci e tvoficich deformacni
veliginy prutového elementu. Vyslednice odpovidajicich napé-
ti predstavuji vnitini prafezové sily f prutu. Relace mezi vnitini-
mi silami a deformacnimi veli¢inami jsou oznacovany jako kon-
stitutivni vztahy S. Za pfedpokladu linedmé pruzného chovani
materidlu a lokalnich os prutu kongruentnich (shodnych) k hlav-
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nim osam a téZisti prafezuy, jsou tyto vztahy linedmi a nezdvis-
lé. Znamé konstitutivni vztahy pro prvek mohou byt formulova-
ny v maticové formé nasledovné:

SLin-Ezf:
kde
[EA 0 0 0 0 0] [e] [N]
0GA, 0 0 0 O v, v
0 0GA, 0 0 O v
SLin= “ r €= Pe ! f=| ~
0 0 0GL,L 0 O K, M,
0 0 0 0FE O K M
4 Y 4
000 O0O0E€H| | [M]

Matice S, je diagondini matice s konstantnimi hodnotami
tuhosti na hlavni diagondle, pficemz EA zna¢i axidlni tuhost,
GAq, @ QAq, smykové tuhosti s Gcinnymi smykovymi plocha-
mi, Gl torzni tuhost a Ely a El, ohybové tuhosti. Stav pretvore-
ni odpovidajici pfislusné vnitini sile Ize urcit pimo. Krouceni je
zlednodusené uvazovano prostym St. Vénantovym kroucenim.

Nelinedrni chovéni materidlu vede k nelinedmim vztahtim
mezi vnitinimi silami a pretvofenim. Prvky konstitutivni mati-
ce Sy jiz nejsou konstantni, nybrz zavislé na aktudinim stavu
deformace a vzdjemné vazané. Matice ztréci diagonélni formu
a je obecné pIné obsazena.
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7 dvodu nelinearity vztah(l neni mozné piimo urcit stav pie-
tvofeni odpovidajici vnitinim sildm.

Jednou z aplikaci analyzy priifezu je uréeni vztaht mezi vnitf-
nimi silami a pretvofenim, napt. vztahy moment-kfivost nebo
kroutici moment-pomémé zkrouceni. Hlavni aplikaci analyzy
prifezu je posouzeni prifezu, pficemz jednu z variant predsta-
wuji interakéni diagramy. V budoucnu bude prlifezové analyza,
kterd je béZnou soucasti programd pro feseni prutovych kon-
strukdi, intenzivnéji vyuzivéna také pfi nelinedmich statickych
vypoctech komplexnich systémd.

Rozmanité, v soucasnosti pouzivané, modely prlifezové analyzy
|ze zafadit do péti tfid: integrélni modely, modely piihradové ana-
logie, jednoosé modely, vrstvickové modely a modely na zékladé
metody konecnych prvk (MKP). V nésledujicim textu budou jed-
notlivé tfidy blize charakterizovany a vybrané modely vysvétleny.

Doposud neexistuje Zédny obecné uzndvany model k prére-
zové analyze libovolnych obecné zatizenych prostorovych Zele-
zobetonovych prvkd.

INTEGRALNI MODELY
Integralni modely formuluji chovani priifezu pfimo prostfednic-
tvim vztah@ mezi vnitinimi silami a zobecnénymi deformace-
mi. Tyto vztahy jsou bud ¢isté empirické, nebo vznikaj spojenim
charakteristickych bod( detailni analyzy prdfezu tak, jak je uké-
zéno v kapitoldch o jednoosych modelech, vrstvickowych mode-
lech a modelech na zékladé MKP, pficemZ posledni jmenovany
se uziva v trilinedrnim vztahu moment-kiivost podle DIN 1045-1
(obr. 1). Empirické formulace se pouzivaji zejména pro chové-
ni piii kroucent. V praxi rozsifeny postup pausaini redukce tuhosti
v nelinedrnim rezimu téz odpovida integrélinimu modelu.
Jednosmérny vliv jedné vnitini sily na ostatni mdze byt vyjad-
fen analyticky nebo interpolaci. Pfi komplexni interakci vnitinich
sil je tento postup nevhodny. Alternativni formulace se zaklé-
dé& na modifikaci soucasné pouzivanych plastickych modeld [2].
Namisto trojosého materidlového modelu pro hlavni napéti se for-
mulace provadi pro dva ohybové momenty a normélovou silu, pfi-
¢em? kalibrace modelovych parametr(i je nutné pro kazdy priiez.
IntegréIni modely mohou byt pouzitelné pro analyzu konstrukce,
pro obecné platnou analyzu priifezu ovsem nejsou vhodné.

PRiHRADOVE MODELY

(Strut-and-Tie, pozn. prekladatele)

Modely na zakladé piihradové analogie idealizuji chovani Zelezo-
betonového prvku prostfednictvim predpoklddaného piihradové-
ho systému slozeného z betonowych tlacenych prvkl a tazenych
pastl a diagondl tvofenych betondiskou wyztuzi. Prvni mode-
ly pochdzeji od Ritter [3] und Mérsch [4]. Priibéhy sil na Zele-
zobetonovém nosniku namahaném normélovou silou, ohybo-

wm momentem a posouvajici silou jsou idealizovany pomo-
ci rovinné pithradoviny. Pro krouceni rozsifuje Rausch [5] tento
model na prostorovou pithradovinu. Jesté dnes se tato koncep-
ce posouzeni na Ucinky posouvajici sily a krouceni, obsaZena
v pfevazné ¢asti ndrodnich i mezindrodnich piedpist pro Zelezo-
beton, zaklada na téchto modelech. Modely na zakladé piihrado-
vé analogie splfiuji pouze podminky rovnovéhy. Tuhost, kompati-
bilita lokélnich pfetvoreni ani pracovni diagramy materidlu nejsou
zohlednény. Z tohoto dlivodu je platnost piihradovych modeld
omezena maximélné na mezni stav Uinosnosti.

JEDNOOSE MODELY

Jednoosé modely slouzi standardné k posouzeni priifezdl nama-
hanych biaxidlnim ohybem a normélovou silou. Zjednodusené
pfedpokladajf ¢isté jednoosy stav pretvofeni a napéti ve sméru
podélné osy prutu. Obecné se dale predpoklddé platnost Ber-
noulliho hypotézy o zachovéni rovinnosti priiezu.

Urcent stavu pretvofeni pro dané vnitfni sfly probihé iterativ-
né fesenim inverzniho problému. Vnitini sily zptisobené danym
stavem piietvorent Ize urcit integraci pfislusnych napéti. Za pred-
pokladu vhodnych pocatecnich hodnot je tento stav iterativné
zpiestiovan. Prehled udéava [6] a [7].

Ponékud zvlastni postaveni mezi jednoosymi modely zabira
Schadeova formulace [8]. Tento model je uréen k vypoctu ten-
kosténnych priifezd naméhanych biaxidinim ohybem, normélo-
vou silou a vazanym kroucenim. Celkové podélné pretvoreni je
superpozici podélného pretvofeni ohybem a normélovou silou
a pfetvofeni vazanym kroucenim, afinnim k deplana¢ni funkci
podle St-Vénantovy teorie kroucen.

VRSTVICKOVE MODELY
Vistvickové modely rozlozi prdfez do jednotlivych vrstvicek. Virs-
tvicky jsou usporadany paralelné k ose prutu tak, Ze jejich nor-

Obr. 1 Triliniedrni zdvislost moment-kfivost podle DIN 1045-1
Fig. 1 Tr-linear moment-curvature relationship according to DIN 1045-1

Obr. 2 Rovinny piihradovy model podle Rittera a Mérsche
Fig. 2 Plane truss model of Ritter and Mérsch

Obr. 3 Prostorovy piihradovy model podle Rausche
Fig. 3 Spatial truss model of Rausch

Obr. 4 Model podle Vecchia a Collinse [14]
Fig. 4 Model proposed by Vecchio & Collins [14]

Obr. 5 Model podle Lucero-Cimas [15]
Fig. 5  Model proposed by Lucero-Cimas [15]

Obr. 6 Model podle Cocchi & Volpi [16]
Fig. 6  Model proposed by Cocchi & Volpi [16]
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(a) 1D-Elemente.

méla probihd ortogondiné k ose prutu. Jednotlivé vrstvicky pre-
birajf sily plisobici vylucné v jejich roviné. Z toho vyplyva rovin-
nd napjatost kazdé vrstvicky se dvéma normélovymi napétimi,
smykovym napétim a odpovidajicimi pfetvofenimi véetné smy-
kowych deformaci. Pfetvorent pfi¢nou roztaznosti kolmo k roviné
wrstvicky se zanedbavaji, coZ vede rovnéZ k rovinnému stavu pre-
tvofeni. Pro vrstvicky ze Zelezobetonu existuje Siroké spektrum
rozdilnych modeld, které budou v nésledujicim odstavci shrnuty
a vysvétleny. Kromé pojmu vrstvickovy element je béZny pojem
membrénovy element.

Jednotlivé vrstvicky vrstvickovych modelll jsou vzajemné vézé-
ny podminkami kompatibility a rovnovahy. Diky zohlednéni
smykovych napéti je v porovndni s jednoosymi modely mozné
vystihnout posouvajici sily a krouceni. Kromé globélnich defor-
macnich veli¢in prutu je nutné urcit lokaini stav napéti a pretvo-
feni jednotlivych vrstvicek.

Membrdnové elementy pro Zelezobeton

Oproti rovinnym pithradovym modelim se v pfipadé Com-
pression Field Theory (CTF) [9] kromé podminek rovnové-
hy zohledriuje kompatibilita pfes trhliny primérovanych pfe-
tvofeni. Pfedpokldda se, 7e se smér hlavnich napéti, pfetvore-
ni a trhlin resp. fiktivnich tlacenych prvkd prekryva a v zavislosti
na pfetvofenich rotuje. Pracovni diagramy se zadévaji pro beton
tlacenych prvkd, beton v kolmém sméru k témto prvkiim a pro
wztuz. Dilezitym efektem je viv pii¢ného tahu na snizeni pev-
nosti a tuhosti my3lenych tlacenych prvka.

Pomoci modifikované funkce o(e) betonu v tahu vystihuje tzv.
Modified Compression Field Theory (MCFT) [10] také pre-
nos smyku trhlinami, ktery je umoznén hmoZzdinkovym efektem
vyztuZe a ,zazubenim” okrajli trhlin.

V pfipadé Cracked Membrane Model (CMM) [11] je rovno-
vaha formulovana pres lokaIni napéti, tedy odlisnym zplisobem
nez je tomu u metody MCFT.

Konzistentni zplisob zohlednéni pfenosu smyku v trhliné je
zvolen v modelu Fixed Angle Softened Truss Model (FASTM)
[12]. Smér tlacenych prvk( pfipadné trhlin a hlavnich os se jiz
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(b) 2D-Elemente.

Obr. 7
Fig. 7

Model podle Hartung & Krebs [18]
Model proposed by Hartung & Krebs [18]

Obr. 8
Fig. 8

Model podle Rahal & Collins [19]
Model proposed by Rahal & Collins [19]

Obr. 9 Rozdéleni smykovych napéti v disledku
namdhdni kroucenim

Shear stress distribution due to torque

Fig. 9

(c) 3D-Elemente.

nepiekryvé. Kromé funkce o(€) betonu tlacenych prvkl a beto-
nu ve sméru k nim kolmém se odvozuje dalsi vztah mezi smy-
kovymi napétimi a posunutim. Tla¢eny prvek probihd ve sméru
hlavnich okrajovych membranovych napéti.

Odlisné feseni je pouzito u Disturbed Stress Field Model
(DSFM) [13] s kombinaci pevnych a volné rotujicich trhlin, pfi-
¢em? od koaxiality hlavnich napéti a pietvofeni se upoust.

Model Softened Membrane Model (SMM) pfedstavuje roz-
Siteni modelu FASTM zohlednénim pfi¢né roztaznosti. Tim jsou
vézéna obé pretvofeni i ve sledovaném pooto¢eném soufad-
nicovém systému. Pfi¢nd roztaZnost ma vyznam zejména pro
chovéni po vzniku trhliny.

Systematické srovnani nejrozsitenéjsich modell je uvede-
no v tab. 1. Rozlisovaci znak jednotlivych model je koncepce
vystizeni trhlin. Kromé koncepce rozettenych trhlin se pouziva-
ji lokdini a kombinované formulace. Déle se jednotlivé modely
lisi ohledné predpoklddané orientace trhliny, kterd je u uvede-
nych modeld definovana smérem hlavnich napéti nebo pfe-
tvofent.

Soucasné vrstvickové modely

Poprvé byly vrstvickové modely k analyze prifezu rovinného
Zelezobetonového nosniku naméhaného normalovou a posou-
vajici silou a ohybovym momentem pouzity v [14]. Priifez prutu
je modelovan pomoci na sebe vrstvenych membranowych ele-
mentt podle teorie MCFT. Wsledkem jsou kromé stavu pre-
tvofeni jednotlivych elementd také kiivost, smykové deformace
a délkové prretvoreni prutu. Rozdéleni smykovych napéti se pred-
poklada ziednodugené.

V [15] jsou analyzovény prostorové obdélnikové nebo T-priie-
zy tak, Ze vnéjsi oblasti priifezu jsou modelovany membranovy-
mi elementy. Vnitfni jadro se zanedbava. Membranové elemen-
ty jsou modelovény podle teorie CFT, jejich tloustka je zévisla
na kfivosti prutu. V pfipadé obdélnikového priifezu je zohled-
néno véech Sest vnitinich sil, a kromé tfi kiivosti a axidlniho
pretvofeni je uréena také smykova deformace prutu, pficem?
jsou posouvajici sily predpoklédany jako rovnomémé rozdélené

6/2009



b. 1
b. 1

Ta Prehled membrdnovych elementt

Overview of membrane elements

. Trhlina
Oznaceni - — Charakter
model orientace zavisla na

g

rozetfend pretvoreni popivé kompatibilita
kombinovand pretvofent modlﬁkovavntaaﬁu(e) betonu
lokélni pretvoren loklni GG-podminka
kombinovand  pretvoreni/napéti dva sméry
rozetfend napétf konsistentni prenos smyku
rozetfend napéti uvézeni pficné roztaznosti

Tab. 2 Prehled vrstvickovych modelt
Tab. 2 Overview of wall models

Model | vnitni sl
MCFT W

Vecchio & Collins [14] N, My, Vz

Lucero-Cimas [15] N, Mx, My, Mz, (W), (Vz) ~ CFT O&?
Cocchi & Volpi [16] N, Mx, My, Mz MCFT/DSIM
Rahal & Collins [19] N, Mx, My, Mz, W, Vz MCFT []
Hartung & Krebs [18] N, My, My, Mz, \W, Vz 7

na protilehlé strany prdfezu. V pfipadé T-prlifez(i posouvajici sily
a posuny vystizeny byt nemohou.

V [16] je odvozen model pro polygonéini Zelezobetonové pri-
fezy namdhané kroucenim, Sikmym ohybem a normélovou
silou, posouvajici sily se nezohledriuji. Stejné jako v pfedcho-
zim pfipadé se okraje prdfezu rozloZi do membrénovych ele-
mentd rdznych tlousték a vnitini jadro se zanedbéva (obr. 6).
Jejich tloustka je opét zavislé na kfivosti prutu. Pro elementy je
pro pouZita teorie MCFT. V [17] je tento model rozsifen o cyklic-
ké zatizeni, pfiemz se pouzivd modelu DSFM.

Model popsany v [18] je vhodny k analyze polygonélnich prd-
fez(l Zelezobetonovych prutl. Priifez je pfitom rozloZen na vrs-
tvicky, tvofici jednoduchy spojity fetézec. Na rozdil od viech
jiz popsanych modeld se mohou vyznacovat vice nez jednim
materidlovym bodem. Pfisné vzato se jiZ ve vrstvickdch nejednd
0 rovinny stav napéti, protoZe se predpokladaji smykovéa napé-
ti kolmo k roviné vrstvicky. Pro beton tlacenych prvk(i a beton
ve sméru k nim kolmém se pouzivaji ziednodusené pracovni
diagramy. Zohledriuje se vsech Sest vnitinich sil a spojita zatize-
ni ve tfech smérech soufadnicového systému. Pro kroucent se
predpokldda uzavreny tenkosténny priifez.

Odlisny postup vzhledem k uvedenym vrstvickovym modeltim
je zvolen v [19]. Priifez se rozdéli na dva fiktivni spolupCsobici sys-
témy, pfi¢emz v prvnim z nich, ktery predstavuje masivni beto-
novy prlfez s podélnym vyztuZzenim, se predpokladé jednoosy
stav napéti. Druhy systém se sklada z membranovych elementd
podle teorie MCFT, které vytvéfeji tenkosténny uzavieny prifez
odpovidajici svymi vnéjsimi rozméry vychozimu priifezu. Kromé
tif kfivosti se uréuji posunuti a axiéIni pfetvofeni prutu.

Rozdéleni do dvou systémd je podobné zékladnimu princi-
pu hybridniho modelu [20, 21] odvozeného na pracovisti auto-
rl piispévku.

Prehled soucasné pouzivanych vrstvickovych model je uve-
den v tab. 2. Je zfejmé, Ze s vyjimkou modelu podle [18] jsou pi-
jata omezeni tykajici se geometrie prlifezu. Problematické se jevi
té7 zohlednéni posouvajicich sil. V pfipadé jednoduchych geome-
trif prifezd se zavadéji ziednodusené predpoklady tykajici se roz-
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déleni smykowvych napéti, u komplexnich geometrii se posouvajict
sfla Casto zanedbéva. Toto zjednoduseni je problematické zejmé-
na v pfipadé sou¢asného naméhéni kroucenim a z toho vyplyvajici
superpozice smykovych napéti. Timto postupem je také ignorovan
vliv posouvajicich sil na zmenseni ohybové a axiélni tuhosti prutu.
Jednotlivé vrstvickové modely se rozliuji také zplsobem,
jakym zohledriujf smykové deformace. Nékteré z nich urcujf pri-
mémé smykové deformace na zdkladé zjednodusenych pred-
poklad(i rozdéleni smykovych napéti, jiné sice vystihuji lokalni
smykové deformace, predpokladaji ale smykové tuhy prut.

ANALYZA METODOU KONEENYCH PRVKU

Metoda konecnych prvki (MKP) se vyvinula do univerzalniho
nastroje mechaniky stavebnich konstrukci. V klasické MKP je
pole posunuti popséno funkcemi v zdvislosti na uzlowych hod-
notdch. Pro analyzu prlifezu se pouZivaji jednorozmémé, rovin-
né a prostorové prvky (obr. 9).

Pouziti 1D prvkd se omezuje zejména na tenkosténné priiezy,
pii kterych Ize priifez redukovat na stfednici prifezu a mohou
byt pouzity zjednodusené teorie. Tyto elementy najdou uplat-
néni zejména v piipadé tenkosténnych profili obvyklych u oce-
lovych konstrukei [22].

Pri pouziti 2D prvk(l se priiez rozklada do rovinnych elemen-
t0. Tato metoda se pouzivé také pfi analyze prdiez(i namahanych
teplotou [23]. Model zohledfiujici viech Sest vnitinich sil, avsak
s omezenim na St-Vénantovo krouceni, uvadi [24]. Prdfez je dis-
kretizovan v zavislosti na poloze v prlifezu prvky s Cisté jednoosou
napjatosti, prvky s normélovym a smykovym napétim pfipadné
norméalovym a dvéma smykovymi napétimi. PouZity popis mate-
ridlu se zakladé na teorii MCFT. V [25] je zohlednéno rovné7 Sest
vnitfnich sil, uvaZovana je ale prostorové napjatost. Formulace se
zakladé na, v porovnani s klasickou teorif prutu, rozsitené kinema-
tice ve spojeni s elasto-plastickym multi-surface materidlovym
modelem. Diskretizace probth4 adaptivné (obr. 9b).

Modelovani pomoci 3D element( ve své podstaté jiz neod-
povidd analyze prlifezu. Namisto priifezu je modelovéna konec-
na ¢ast prutu. Modelovéni ve 3D je nezbytné v pfipadech, kdy
v podélném sméru prutu nemUZe byt predpokladan homogen-
ni stav, ¢imz se teorie prutu stdva neplatnou. V rdmci analyzy
prutovych konstrukci je na uvéZeni, zda modelovéni dilcich ¢asti
prutu 3D elementy s naslednou idealizaci do prutového prvku
ve srovnani s 3D modelem celkového konstrukéniho systému
skute¢né pfindsi vyhody. V [26] je analyzovéno komplexni cho-
vani pfi krouceni (obr. 9¢). Prostfednictvim 3D modeld se v [27]
stanovuji vztahy mezi vnitfnimi silami a deformacemi pro vypo-
Cet scéndtli zhrouceni prostiednictvim dil¢ich modeld. Oba jme-
nované 3D modely aplikuji elasto-plasticky model porusent.

Velkd pfednost MKP spociva v jeji flexibilité. Obecné nejsou
nutnd 7adna omezeni tykajici se geometrie ¢i rozdéleni napéti
a pretvofeni. Dali vyhodou je moZznost vyuZiti v soucasnosti pou-
Zivanych osvédcenych algoritmd k diskretizaci, vypoctu a vyhod-
noceni. Nevyhodou mize byt vypoctovéd ndrocnost v zavislosti
na zplisobu diskretizace. FE-analyza priifezu neposkytuje vysled-
ky ve formé zobecnélych pretvofenti event. vnitfnich sil, k tomu je
zapottebi nésledny postprocessing.

SHRNUTI

Pii nelinedmim wypoctu prutovych konstrukci je viiv materiélu
vystizen analyzou prdfezu. Analyza prdfezu poskytuje vztah mezi
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