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Lomová houÏevnatost betonu, vlastnosti
zatvrdlé cementové pasty a kameniva.
Interakce mezi trhlinou a zrnem kameni-
va, lineární elastická lomová mechanika.
Kritická napûtí pro zastavení trhliny na
povrchu zrna kameniva.
Fracture toughness of concrete, properti-
es of hardened cement paste and
aggregates. Interaction between crack
and particle of aggregate, linear elastic
fracture mechanics. The critical stress for
stop of crack propagation on aggregate
surface.

·ífiení trhlin s pouÏitím metod lomové
mechaniky je v oblasti stavebních materi-
álÛ a konstrukcí vy‰etfiováno také na sili-
kátov˘ch kompozitech – betonu, maltû,
zatvrdlé cementové pastû [1]. Lomová
mechanika pfiedstavuje znaãn˘ pfiínos pro
v˘voj tûchto kompozitÛ, zlep‰ení urãit˘ch
vlastností, sledování vztahÛ mezi lomov˘-
mi a mikrostrukturními parametry, vysvût-
lení ãi potlaãení anomálií v chování zku-
‰ebních vzorkÛ nebo konstrukcí bûhem
jejich zrání a stárnutí i s ohledem na jejich
trvanlivost apod. [2 aÏ 5].

Ke stanovení lomov˘ch charakteristik
zmínûn˘ch cementov˘ch kompozitÛ slou-
Ïí zkou‰ka trámcÛ s centrálním záfiezem
v taÏen˘ch vláknech tfiíbodov˘m ohybem

(3BO). Zaznamenává se závislost zatíÏení
a prÛhybu uprostfied rozpûtí, pfiiãemÏ zatû-
Ïování se provádí pfiírÛstkem deformace.
Typick˘mi v˘stupy jsou efektivní délka trh-
liny (resp. její pfiírÛstek), efektivní lomová
houÏevnatost, efektivní hnací síla trhliny,
specifická lomová energie a charakteristic-
ká délka kompozitu. 

Lomová houÏevnatost kompozitu závisí
na vlastnostech jeho sloÏek, tj. zatvrdlé
cementové pasty a kameniva, uspofiádání
zrn kameniva, jejich velikosti, kfiivce zrni-
tosti apod. Na základû modelÛ [6, 7] lze
usuzovat na mechanizmy, které pfiispívají
ke zv˘‰ení houÏevnatosti kompozitu,
napfi. proces mikropraskání, vychylování
trhliny z jejího pÛvodního smûru vlivem
zrna kameniva, pfiemosÈování a zachycení
trhliny [8]. Identifikace se provádí na
základû pomûrÛ lomové houÏevnatosti
betonu a zatvrdlé cementové pasty
s odpovídajícím vodním souãinitelem. 

Pfiíklad experimentálnû získané závislos-
ti zatíÏení-prÛhyb (pfiíp. napûtí-pomûrné
pfietvofiení) uvádí obr. 1. Diagram lze roz-
dûlit na ãtyfii oblasti [9]. První aÏ po bod
A je prakticky lineární a v tomto pfiípadû
je rÛst pórÛ/defektÛ s rÛstem zatíÏení
zanedbateln˘. Druhá od bodu A po bod
B je charakterizována vznikem mikrotrhlin
z existujících pórÛ, které se s rÛstem
namáhání zvût‰ují. Tyto mikrotrhliny jsou
vzájemnû izolované a v objemu vzorku
jsou rozloÏeny náhodnû. Rozdûlení napû-

tí uvnitfi vzorku je v‰ak stále je‰tû homo-
genní. Tfietí stadium mezi body B a C je
charakterizováno spojováním mikrotrhlin
a vznikem makrotrhliny, která se s rostou-
cím napûtím zaãne ‰ífiit. Toto stadium
b˘vá oznaãováno jako lokalizace po‰koze-
ní nebo lokalizace deformace. V okolí
vrcholu makrotrhliny se vytváfií tzv. lomo-
vá procesní zóna, která rozhoduje o jejím
dal‰ím chování. Bûhem tohoto procesu
jiÏ rozloÏení napûtí ve vzorku není homo-
genní. Délka trhliny odpovídající maximál-
nímu zatíÏení/namáhání (bod C na
obr. 1) se naz˘vá téÏ kritická délka trhliny.
V posledním stadiu makrotrhlina roste aÏ
k bodu koneãného rozlomení vzorku,
i kdyÏ celkové namáhání klesá. Rozdûlení
deformace a po‰kození ve vzorku je
nehomogenní. Na základû tûchto úvah
lze konstatovat, Ïe lom betonu je charak-
terizován lokalizací deformace, kterou lze
modelovat makrotrhlinou a popsat pro-
stfiedky lomové mechaniky.

V pfiíspûvku je beton modelován jako
dvoufázové kontinuum (obdobnû jako
v [10]) a pozornost je zamûfiena na inter-
akci mezi trhlinou a zrnem kameniva – viz
obr. 1. Konfigurace, kdy se vrchol makro-
trhliny nachází v tûsné blízkosti zrna kame-
niva, pfiípadnû kdy její vrchol leÏí na rozhra-
ní kamenivo/zatvrdlá cementová pasta,
mÛÏe v˘raznû ovlivnit chování makrotrhliny
zejména v oblasti zkou‰ky odpovídající tfie-
tímu stadiu závislosti zatíÏení-prÛhyb (tj.
oblast mezi body B a C na obr. 1).

Cílem pfiíspûvku je popsat vliv interakce
trhliny s kamenivem na v˘sledné hodno-
ty efektivní lomové houÏevnatosti betonu
a to v závislosti pfiedev‰ím na materiálo-
v˘ch charakteristikách zatvrdlé cementové
pasty a kameniva. Vzhledem k velkému
rozptylu odpovídajících materiálov˘ch dat
jsou v˘poãty provedeny pro ‰iroké spekt-
rum moÏn˘ch hodnot jak zatvrdlé cemen-
tové pasty, tak i kameniva. Speciální
pozornost je vûnována pfiípadu, kdy mak-
rotrhlina prochází kamenivem. Aktuálnost
zkoumané problematiky ukazuje napfi.
[11], kde je experimentálnû studováno
zvy‰ování houÏevnatosti cementov˘ch
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Obr. 1 Diagram
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Z Á H L A V Í

kompozitÛ s ohledem na ne/pravideln˘
tvar zrna kameniva a jeho soudrÏnost
s matricí, pfiiãemÏ jsou jako srovnávací pou-
Ïity kompozity, cementová pasta s ãástice-
mi – ocelov˘mi/sklenûn˘mi kuliãkami.
Obr. 2. ilustruje reálnou situaci v lomov˘ch
plochách betonu (bez drobné frakce
kameniva) trámce se záfiezem po zkou‰ce
3BO. Na obrázku jsou dobfie patrné pfietr-
Ïené ãástice, i zrna z matrice vytaÏená.

· Í ¤ E N Í T R H L I N Y V B E T O N U

–  M O D E L D V O U F Á Z O V É H O

K O N T I N U A

Beton je modelován jako dvoufázové kon-
tinuum. První fáze (matrice) je tvofiena
zatvrdlou cementovou pastou, druhá fáze
(ãástice) je tvofiena kamenivem. Pfiedpo-
kládáme, Ïe obû fáze jsou homogenní
a izotropní a lze je charakterizovat elastic-
k˘mi konstantami (YoungÛv modul a Pois-
sonovo ãíslo) a odpovídající hodnotou
lomové houÏevnatosti. Rozhraní mezi
matricí a ãásticemi je modelováno jako
hranice, kde se mûní elastické konstanty
a hodnota lomové houÏevnatosti skokem,
pfiiãemÏ sloÏky posunutí pfiecházejí z jed-
noho prostfiedí do druhého spojitû (hrani-
ce s ideální adhezí). Pro v˘poãet MKP je
pouÏit model rovinné deformace a ãástice
jsou modelovány jako kruhové oblasti. 

V pfiípadû trhliny ‰ífiící se dvoufázov˘m
prostfiedím mohou nastat dva základní pfií-
pady. První odpovídá trhlinû, jejíÏ vrchol se
nachází v matrici v urãité vzdálenosti od
ãástice. Chování trhliny mÛÏe b˘t ovlivnûno
lokální koncentrací napûtí existující v matri-
ci, která je vyvolaná existencí ãástice. Pro
popis chování trhliny lze pouÏít klasick˘ pfií-
stup lomové mechaniky. Podstatnû kom-
plikovanûj‰í je pfiípad trhliny s vrcholem na
rozhraní matrice/ãástice (obr. 1).

K R I T E R I U M S TA B I L I T Y

P R O T R H L I N U S V R C H O L E M

N A R O Z H R A N Í D V O U M AT E R I Á L Ò

V pfiípadû trhliny v homogenním prostfiedí
má rozloÏení napûtí vzhledem ke vzdále-
nosti od vrcholu trhliny r singulární charak-
ter typu r–1/2. Exponent singularity napûtí je
roven 1/2, rozmûr faktoru intenzity napûtí
KI je MPam1/2. Kritická veliãina faktoru
intenzity napûtí je lomová houÏevnatost,
KIC, a kriterium stability má tvar (1).

KI (délka trhliny, zatíÏení) < KIC (1)  

V pfiípadû trhliny s vrcholem na rozhra-
ní jiÏ pro rozdûlení napûtí takové vztahy
neplatí a dochází ke zmûnû charakteru

singularity. Rozdûlení napûtí je typu  r–λ,
kde  0 < λ < 1  je exponent singularity,
jehoÏ hodnota závisí na materiálov˘ch
konstantách obou materiálÛ [10]. Podob-
nû jako faktor intenzity napûtí KI je zde
definován zobecnûn˘ faktor intenzity
napûtí HI, kter˘ je funkcí materiálov˘ch
parametrÛ, aplikovaného napûtí, geomet-
rie tûlesa a okrajov˘ch podmínek a jeho
hodnota musí b˘t urãena numericky.

Skuteãnost, Ïe hodnota exponentu sin-
gularity λ ≠ 1/2 znamená, Ïe pro studium
takov˘ch trhlin nelze pouÏít pfiístupy kla-
sické lomové mechaniky [12] a zejména
kriterium stability (1) musí b˘t modifiko-
váno. Podmínka stability trhliny je pro tyto
pfiípady formulována pomocí stfiední hod-
noty normálového napûtí vypoãteného
v oblasti pfied jejím vrcholem [13]. Tato
hodnota je porovnána s kritick˘m lomo-
v˘m napûtím, které je materiálovou kon-
stantou a mÛÏe b˘t vyjádfieno pomocí
odpovídající hodnoty lomové houÏevna-
tosti KIC. Je tedy moÏno vypoãítat kritické
aplikované napûtí σa,crit nutné k tomu, aby
se trhlina ‰ífiila pfies rozhraní – viz [10].

σa, crit =
KIC 2Dλ–1/2

(2)HI(1MPa) (2 – λ + gr)

Ve vztahu (2) je D velikost ãástice, HI

(1 MPa) numericky (MKP) urãená hod-

nota zobecnûného faktoru intenzity napû-
tí pro vnûj‰í zatíÏení 1 MPa, gr oznaãuje
známou funkci materiálov˘ch parametrÛ.

V ¯ P O â T O V ¯ M O D E L

V rámci lineární elastické lomové mecha-
niky je tedy na‰ím cílem vyjádfiení apliko-
vaného napûtí (2), které je dostaãující pro
prÛchod trhliny rozhraním mezi matricí
a ãásticí. Fyzikální v˘znam mají dvû konfi-
gurace (obr. 1). V prvním pfiípadû se jedná
o trhlinu, která se ‰ífií v matrici a nachází se
na jejím rozhraní s ãásticí, druh˘ pfiípad
odpovídá situaci, kdy trhlina pro‰la ãásticí,
do‰lo k rozlomení ãástice a trhlina se
nachází na rozhraní ãástice/matrice. âásti-
ce je modelována jako kruhová inkluze
o prÛmûru D (obr. 3), je uvaÏována rov-
nost Poissonov˘ch ãísel obou fází kompo-
zitu. Nestuduje se ‰ífiení trhliny podél roz-
hraní. Pro zjednodu‰ení dále pfiedpokládá-
me, Ïe mÛÏeme zanedbat interakci vrcho-
lu trhliny s ostatními ãásticemi. Tento pfied-
poklad je oprávnûn˘, uváÏíme-li singulární
prÛbûh napûtí v okolí vrcholu trhliny a sku-
teãnost, Ïe hustota ãástic je dostateãnû
malá. Dle uveden˘ch pfiedpokladÛ a zjed-
nodu‰ení lze pro v˘poãet kritického napû-
tí v obou uveden˘ch pfiípadech zvolit
model trhliny s vrcholem na rozhraní
matrice/ãástice, resp. ãástice/matrice,

V ù D A A V ¯ Z K U M

S C I E N C E A N D R E S E A R C H

Obr. 2 Zlomky trámce se záfiezem po zkou‰ce tfiíbodov˘m ohybem (detail dole) – zrna
kameniva pfielomená i vytaÏená ze zatvrdlé cementové pasty

Fig. 2 Parts of specimen after three-point bending test (below in detail)
– fracture/pull out of aggregates
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která je namáhána normálov˘m napûtím
σappl (obr. 1, 3). V pfiípadû zkou‰ky trámcÛ
tfiíbodov˘m ohybem pfiedpokládáme, Ïe
trhlina se ‰ífií z centrálního záfiezu.

V ¯ S L E D K Y A D I S K U Z E

Cílem pfiíspûvku bylo popsat vliv interak-
ce trhliny s kamenivem na v˘sledné hod-

noty lomové houÏevnatosti betonu, a to
v závislosti pfiedev‰ím na materiálov˘ch
charakteristikách zatvrdlé cementové
pasty a kameniva – viz. tab. 1. Z tohoto
hlediska je rozhodující konfigurace, pfii níÏ
se makrotrhlina zastaví pfii svém ‰ífiení na
rozhraní zatvrdlá cementová pasta –
kamenivo a následn˘ prÛchod kameni-

vem vãetnû situace, kdy se vrchol trhliny
nachází na rozhraní kamenivo – zatvrdlá
cementová pasta (obr. 1). V obou pfiípa-
dech dochází v dÛsledku skokové zmûny
materiálov˘ch parametrÛ (vãetnû hodnot
lomové houÏevnatosti) i ke zmûnû
v chování trhliny. V závislosti na relaci
mezi tûmito parametry v obou prostfie-
dích (pasta, kamenivo), mÛÏe dojít
k zastavení ‰ífiení trhliny na rozhraní pasta
– kamenivo (pfiípadnû kamenivo –
pasta) a tedy ke skokovému nárÛstu
vnûj‰ího zatíÏení v diagramu zatíÏení prÛ-
hyb, pfiípadnû (v opaãném pfiípadû
pomûrÛ materiálov˘ch parametrÛ)
k náhlému poklesu vnûj‰ího zatíÏení
vyvolaného skokov˘m prÛchodem mak-
rotrhliny ãásticí. V pfiípadû chybné inter-
pretace tohoto jevu mohou oba tyto pfií-
pady ovlivnit v˘slednou hodnotu mûfiené
lomové houÏevnatosti. S cílem pfiispût
k objasnûní jevu, jsou v pfiíspûvku obû
konfigurace analyzovány pomocí obec-
ného lomovû-mechanického modelu
popisujícího chování trhliny s vrcholem
na rozhraní dvou rÛzn˘ch elastick˘ch
materiálÛ a jsou vypoãteny hodnoty kri-
tického vnûj‰ího aplikovaného napûtí,
které je zapotfiebí k prÛchodu makrotrhli-
ny rozhraním ãástice. 

V˘sledkem aplikace tohoto postupu
jsou kritické hodnoty vnûj‰ího aplikované-
ho napûtí σcrit , které závisejí na materiálo-
v˘ch parametrech obou sloÏek betonu,
na velikosti ãástic kameniva a na lomové
houÏevnatosti materiálu, do kterého se
bude trhlina dále ‰ífiit.

V˘sledky jsou uvedeny v tabulkách 2 a 3
a na obr. 4 a 5, kde lze nalézt rovnûÏ hod-
notu zobecnûného faktoru intenzity napû-
tí HI. Vzhledem k rozptylu materiálov˘ch
parametrÛ obou prostfiedí, a v dÛsledku
toho i moÏného rozptylu hodnot kritické-
ho napûtí, jsou v tabulkách vÏdy uvedeny
moÏné minimální a maximální hodnoty.
V‰echny údaje uvedené v tab. 2 aÏ 4 a na
obr. 4 a 5 jsou vypoãteny pro vnûj‰í apli-
kované napûtí σappl = 3 MPa. Poznamene-
jme v‰ak, Ïe v dÛsledku linearity problému
lze tyto v˘sledky snadno pfiepoãítat a pou-
Ïít i pro jinou úroveÀ zatûÏování. Je patrn˘
znaãn˘ rozdíl v hodnotách kritického napû-
tí pro rÛzné materiály zrna kameniva.

Pro srovnání uveìme také minimální
(maximální) kritické napûtí pro pfiípady,
kdy je matrice i ãástice tvofiena zatvrdlou
cementovou pastou: pro rozhraní matri-
ce/ãástice je to 0,23 (1,86) MPa pro ãás-
tici s D = 8 mm (trhlina délky 25 mm)

Tab. 1 Modul pruÏnosti a lomová houÏevnatost uvaÏovan˘ch ãástic a matrice
Tab. 1 Modulus of elasticity and fracture toughness for material of aggregate/matrix

Obr. 3 Model ãástice
kameniva

Fig. 3 Particle/
aggregate model

D

σappl

ãástice D = 8 mm D = 16 mm
Ematrice /Eãástice HI σcrit,min σcrit,max HI σcrit,min σrit,max

[MPamP] [MPa] [MPa] [MPamP] [MPa] [MPa]
pískovec 2/2 1,725 0,17 1,36 2,020 0,15 1,20

3/2 1,666 0,22 1,76 1,887 0,19 1,52
4/2 1,615 0,25 2,00 1,784 0,22 1,76

Ïula 2/5 1,746 0,10 0,80 2,164 0,09 0,71
3/5 1,761 0,13 1,04 2,135 0,11 0,89
4/5 1,748 0,15 1,20 2,079 0,13 1,05

ãediã 2/6 1,726 0,09 0,72 2,157 0,08 0,65
3/6 1,759 0,12 0,96 2,156 0,10 0,80
4/6 1,758 0,14 1,12 2,118 0,12 0,95

Materiál E [GPa] KIC [MPa.m1/2]
âástice pískovec 20 0,28 – 0,52

Ïula 50 1,8 – 6,3
ãediã 60 1,8 – 6,35

Matrice zatvrdlá cementová pasta 25 – 45a) 0,1 – 0,8
a) Hodnoty E pro matrici jsou uvaÏovány pro v˘poãet parametricky 20, 30 a 40 GPa.

âástice
D = 8 mm D = 16 mm

Ematrice / Eãástice
HI σcrit,min σcrit,max HI σcrit,min σrit,max

[MPa.mP] [MPa] [MPa] [MPa.mP] [MPa] [MPa]
pískovec 2/2 1,289 0,65 1,21 1,082 0,78 1,44

3/2 1,187 0,57 1,06 1,033 0,68 1,26
4/2 1,105 0,52 0,97 0,988 0,62 1,14

Ïula 2/5 1,457 5,48 19,09 1,144 6,58 23,04
3/5 1,393 4,90 17,13 1,124 5,86 20,52
4/5 1,338 4,49 15,72 1,103 5,36 18,77

ãediã 2/6 1,480 5,75 20,28 1,150 6,90 24,36
3/6 1,424 5,16 18,20 1,134 6,19 21,82
4/6 1,374 4,75 16,74 1,117 5,68 20,03

Tab. 2 Kritické napûtí – rozhraní matrice/ãástice kameniva
Tab. 2 Critical stress – matrix/particle interface

Tab. 3 Kritické napûtí – rozhraní ãástice kameniva/matrice
Tab. 3 Critical stress – particle/matrix interface
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a 0,28 (2,22) MPa pro ãástici s D =
16 mm (trhlina délky 21 mm); pro roz-
hraní ãástice/matrice pak 0,17 (1,39)
MPa pro D = 8 mm (trhlina 33 mm)
a 0,15 (1,19) MPa pro D = 16 mm (trh-
lina 37 mm).

Z ÁV ù R

Jsou uvedeny v˘sledky anal̆ zy lomového
chování betonu, modelovaného jako dvou-
fázové prostfiedí sestávající ze zatvrdlé
cementové pasty (matrice) a kameniva
(ãástice). NavrÏen˘ model umoÏÀuje
popsat lomové chování makrotrhliny ‰ífiící se
v tomto prostfiedí a pro reálná materiálová
data jsou presentovány pfiíslu‰né v˘poãty.

Z v˘sledkÛ lze usoudit, Ïe v pfiípadû, kdy
se trhlina blíÏí kamenivu, anebo se zastaví
na rozhraní zatvrdlá cementová pas-
ta/kamenivo (pfiípadnû po prÛchodu
kamenivem na rozhraní kamenivo/za-
tvrdlá cementová pasta), mÛÏe dojít ke
zdánlivému zv˘‰ení (pfiípadnû sníÏení)
mûfiené hodnoty lomové houÏevnatosti.
Tento jev mÛÏe pfiispût k objasnûní rozpty-
lu v publikovan˘ch hodnotách lomové
houÏevnatosti betonu. Vzhledem k tomu,
Ïe namûfiená hodnota efektivní lomové
houÏevnatosti betonu je úmûrná vypoãte-
nému kritickému napûtí σcrit , lze tento jev
i kvantifikovat. NavrÏen˘ model se uplatní
zejména v pfiípadû pevné vazby mezi
povrchem zrna kameniva a zatvrdlou ce-
mentovou pastou, napfi. u drceného ka-
meniva. Presentované v˘sledky lze dále
vyuÏít pfii návrhu typu a velikosti kameniva
do betonu s poÏadovan˘mi vlastnostmi. 

Pfiíspûvek vznikl s podporou projektu GA
âR 106/01/0381 a v˘zkumného zámû-
ru CEZ: J22/98: 261100009.
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Obr. 4 Kritické napûtí – rozhraní matrice/ãástice kameniva (8 mm)
Fig. 4 Critical stress – matrix/particle (8 mm size) interface

Obr. 5 Kritické napûtí – rozhraní ãástice kameniva (8 mm)/matrice
Fig. 5 Critical stress – particle (8 mm size)/matrix interface
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