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Betonové desky jsou vystaveny postup-
nému vys˘chání a teplotním zmûnám,
které vedou ke vzniku vlastních napûtí
a deformací. Rychlé vys˘chaní mÛÏe
zpÛsobit potrhání povrchu desky. Me-
toda v˘poãtu je ukázána na pfiíkladu
deskového pásu. Historie rozdûlení na-
pûtí a ohybov˘ch momentÛ a deformo-
vané tvary ilustrují úãinky smr‰Èování na
desku. Jsou ukázány hranice pouÏitel-
nosti klasického postupu v˘poãtu zaloÏe-
ného na pouÏití prÛmûrn˘ch prÛfiezo-
v˘ch veliãin.
Concrete slabs are exposed to progres-
sive drying and to temperature changes.
It results in development of eigenstres-
ses and strains. Rapid drying of the
concrete surface may cause cracking.
The method of analysis shown on the
example of a slab strip takes the pro-
gressive drying and temperature deve-
lopment into account. History of the
stress and bending moment distribution
and deformed shapes illustrate the
effect of shrinkage. The example shows
the limits of the classical approach
based on the average cross-sectional
values.

Povrch betonov˘ch konstrukcí je vystaven
vlivÛm okolního prostfiedí se zmûnami
vlhkosti a teplotních úãinkÛ. Oba tyto jevy
by se u voln˘ch prvkÛ elementárního ob-
jemu projevily pouze objemov˘mi zmû-
nami (teplotní roztaÏností a smr‰Èováním
závisl˘m na sniÏování vlhkosti) bez vzniku
napûtí. U skuteãn˘ch konstrukcí je ãasov˘
prÛbûh teploty a vlhkosti v jednotliv˘ch
bodech betonového tûlesa rozdíln˘, av‰ak
vyvolané deformace musí splÀovat pod-
mínky kompatibility (pokud nedojde
k poru‰ení betonového prvku) a dÛsled-
kem je vznik napûtí. V mnoha pfiípadech
mohou vzniklá napûtí dosahovat znaã-
n˘ch hodnot a vést ke vzniku trhlin.

Je zfiejmé, Ïe úãinky jednotliv˘ch druhÛ
zatíÏení nelze superponovat, ale je nutné

fie‰it moÏné kombinace v‰ech zatíÏení
souãasnû. Kromû pÛsobení vnûj‰ích zatí-
Ïení je chování betonov˘ch prvkÛ v˘-
znamnû ovlivÀováno stáfiím betonu, ne-
boÈ v prÛbûhu ãasu se mûní pevnost be-
tonu a modul pruÏnosti, historií prÛbûhu
vlhkosti a teploty a historií zatûÏovacího
procesu.

K O N C E P C E ¤ E · E N Í

Základní úlohou je fie‰ení napûtí a defor-
mace deskového útvaru vystaveného na
sv˘ch povr‰ích obecnû rozdíln˘m úãin-
kÛm okolního prostfiedí.

Pro urãení ãasového prÛbûhu vlhkosti
v betonu mÛÏe b˘t pouÏita teorie difuzivi-
ty. Obecn˘ tvar rovnice pro fie‰ení problé-
mu rozloÏení vlhkosti podél tlou‰Èky des-
kového prvku, po zjednodu‰ení a po za-
vedení funkce h(z, t), udávající hodnotu
relativní vlhkosti v hloubce z v ãase t, je
moÏno upravit do formy parciální diferen-
ciální rovnice

(1)

kde závislost C na h lze formulovat vzta-
hem závisejícím na difuzivitû betonu
C1(te), která je dále funkcí ekvivalentního
ãasu. Pro v˘poãet bylo pouÏito vyjádfiení

[m2/den] (2)

kde C0 je základní difuzivita.
Ekvivalentní ãas ubíhá rychleji nebo po-

maleji neÏ reáln˘ ãas podle závislosti

(3)

kde bylo pouÏito

(4)

(5)

t′ – reáln˘ ãas mûfien˘ od vybetonování
desky

Q – aktivaãní energie,
R – plynová konstanta,
T – absolutní teplota [K],
T0 – referenãní teplota [K], napfi. odpoví-

dající 20 °C.
Pro v˘poãet rozdûlení teploty po tlou‰È-

ce deskového prvku lze pouÏít formálnû
stejné diferenciální rovnice jako v pfiípadû
vlhkosti

(6)

fie‰ení je ponûkud jednodu‰‰í, neboÈ lze
pfiijmout pfiedpoklad, Ïe souãinitel tepel-
né vodivosti α je nezávisl˘ na ãase a na
okamÏité teplotû. 

Základní smr‰Èování je dáno vlhkostí
v elementu 

(7)

kde κ = – 0,0008.
Volná deformace vyvolaná zmûnou tep-

loty je dána znám˘m vztahem

(8)

kde αT znaãí souãinitel teplotní roztaÏnos-
ti (α = 1,2.10–5 K–1) a ∆T je rozdíl teplot
ve sledovaném okamÏiku oproti poãáteã-
nímu stavu.

V˘poãetní postup spoãívá v postupném
fie‰ení dílãích úloh, jejichÏ v˘sledky jsou
podkladem pro iteraãní proces, jímÏ se
urãí deformace konstrukce. Na základû
deformací a nelineárních konstitutivních
vztahÛ a s uváÏením reologick˘ch faktorÛ
je poãítáno napûtí v jednotliv˘ch bodech
prÛfiezÛ deskov˘ch prvkÛ. Teorie fie‰ení
vychází z obecného postupu odvozeného
v [1].

V˘sledkem fie‰ení jsou deformace kon-
strukce jako celku, vnitfiní síly, resp. napû-
tí v prÛfiezech a dále hodnoty pomûrn˘ch
deformací, vlhkosti, teploty a napûtí v díl-
ãích bodech a v jednotliv˘ch vrstvách po-
dél tlou‰tûk deskov˘ch prÛfiezÛ.

Ke sloÏkám deformace vyvolan˘m pou-
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hou zmûnou vlhkosti a teploty pfiib˘vají
dal‰í sloÏky: smr‰Èování závislé na napûtí
(stress induced shrinkage) a teplotní roz-
taÏnost závislá na napûtí (stress induced
thermal dilatation). Smr‰Èování závislé na
napûtí je sloÏka deformace od napûtí sou-
visející s vys˘cháním betonu (sniÏováním
jeho vlhkosti); tato sloÏka deformace je
téÏ ãasto oznaãována jako dotvarování pfii
vys˘chání betonu (drying creep).

PÛsobením napûtí se objevuje dal‰í
sloÏka deformace, která je bûÏnû oznaão-
vaná jako základní dotvarování betonu
(basic creep). Základní dotvarování vypl˘-
vá z chování vlastního betonu a není
dÛsledkem zmûny podmínek prostfiedí.
Jde o vztah napûtí a deformace pfii kon-
stantní teplotû a vlhkosti. Spoleãnû s pruÏ-
nou ãástí deformace od napûtí mÛÏe b˘t
popsána napfi. funkcí dotvarování. (Vliv
promûnné vlhkosti na dotvarování, tzv.
drying creep, je jiÏ vyjádfien formou dfiíve
zmínûného smr‰Èování závislého na
napûtí). Tahová napûtí mohou dosahovat
ve srovnání s pevností betonu v tahu rela-
tivnû vysok˘ch hodnot, zvlá‰tû v pfiípa-
dech mladého betonu. Následkem tûch-
to jevÛ je deformace vût‰í neÏ by
odpovídalo lineárnímu chování materiálu
(strain softening). 

Pro fie‰ení vlivu dotvarování je moÏno
pouÏít numerick˘ postup zaloÏen˘ na
Maxwellovû fietûzovém modelu, kter˘
umoÏÀuje efektivním zpÛsobem respek-
tovat vliv historie zatûÏování pfii zachování
konstitutivních vztahÛ v pfiírÛstkovém
tvaru, podrobnûji v [1] a [3]. Pfii fie‰ení
jsou respektovány v‰echny sloÏky defor-
mace. Princip fie‰ení deskové konstrukce
sloÏené z prvkÛ je zaloÏen na deformaãní
metodû. V˘poãet probíhající v jednotli-
v˘ch vrstvách desky a v ãasov˘ch krocích
se opakuje tak dlouho, aÏ v˘sledné sloÏky
deformace urãené v následujících itera-
cích splÀují poÏadovaná kritéria pfiesnosti.

V prÛbûhu ãasu v˘poãet postupuje po
zvolen˘ch intervalech pfiírÛstkovou meto-
dou. Efektivní zpÛsob respektování histo-
rie prÛbûhu napûtí pomocí Maxwellova
fietûzového modelu nevyÏaduje uchování
celého zatûÏovacího procesu v pamûti
poãítaãe.

Vstupní údaje pro fie‰ení úlohy popisují
betonovou desku a okolní vlivy, které na
ni pÛsobí. Vlastnosti konstrukce jsou cha-
rakterizovány materiálem – betonem,
geometrick˘m tvarem, vyztuÏením ocelo-
v˘mi pruty a podepfiením. Okolními vlivy
se rozumí vlhkost a teplota na poãátku

fie‰ení, jejich prÛbûh na povr‰ích desko-
v˘ch prvkÛ a vnûj‰í zatíÏení konstrukce.

Materiálové vlastnosti patfií mezi nejmé-
nû spolehlivé vstupní parametry. Patfií
sem napfi. modul pruÏnosti, funkce dotva-
rování, tahová pevnost betonu, konstanty
popisující vedení vlhkosti a tepla v betonu
atd. 

Vlhkost a teplota se zadává pfiímo na
povr‰ích jednotliv˘ch deskov˘ch prvkÛ.
Jejich ãasov˘ prÛbûh mÛÏe b˘t v˘hodnû
vyjádfien ve tvaru Fourierov˘ch fiad. Je to
zpÛsob umoÏÀující vzít v úvahu roãní,
denní i rÛzné dal‰í opakované cykly vlh-

kosti nebo teploty, které se mohou reálnû
vyskytnout.

Deska sestavená z jednotliv˘ch elemen-
tÛ spojen˘ch ve stycích je zadána geo-
metrií a vlastnostmi jednotliv˘ch elemen-
tÛ (rozmûry, druh materiálu, v˘ztuÏ).
Podepfiení desky na poddajném podkla-
du je idealizováno soustavou pérov˘ch
prutov˘ch prvkÛ. Tyto poddajné podporo-
vé prvky pÛsobí pouze v tlaku. Tuhosti

jednotliv˘ch elementÛ jsou stanoveny na
základû rozmûrÛ (moment setrvaãnosti,
délka) a fyzikálních vlastností charakterizo-
van˘ch pseudoelastick˘mi moduly E“. Ty
jsou rÛzné pro jednotlivé vrstvy. Na kaÏ-
dém elementu jsou zadány okrajové
a poãáteãní podmínky popisující vlhkost
a teplotu na jeho povr‰ích. Dále je moÏné
zadat vnûj‰í zatíÏení pÛsobící na styky ele-
mentÛ v poÏadovaném ãase jako sousta-
vu osamûl˘ch bfiemen, resp. momentÛ.
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Obr. 1 Rozdûlení desky na prvky
Fig. 1 Structural model of the slab

Obr. 2 âasov˘ prÛbûh zmûny vlhkosti
horního povrchu desky

Fig. 2 Time development of the humidity
on the top surface of the slab

Obr. 3 Pracovní diagram betonu pro
tahové pÛsobení – sloÏka x

Fig. 3 Tensile stress development versus
strain component x



V˘sledkem fie‰ení deformaãní metodou
jsou pfiemístûní stykÛ, na jejichÏ základû
jsou dále poãítány pfiírÛstky napûtí v jed-
notliv˘ch vrstvách s uváÏením konstitutiv-
ních vztahÛ, dotvarování a vzniku trhlin.
Pro vypoãten˘ pfiírÛstek napûtí jsou znovu
spoãítány deformace od smr‰Èování a te-
ploty vyvolané napûtím, znovu probíhá fie-
‰ení a jsou urãeny nové deformace a pfií-
rÛstky napûtí. Proces se opakuje tak
dlouho, aÏ rozdíl v˘sledn˘ch deformací
v následujících iteracích je men‰í neÏ po-
Ïadovaná hodnota. Kritérium rozdílu de-
formací musí b˘t splnûno u v‰ech ele-
mentÛ v‰ech vrstev. Potom fie‰ení mÛÏe
pokraãovat v dal‰ím ãasovém intervalu.

V‰echny v˘poãetní procedury manipulu-

jí s pfiírÛstky napûtí, resp. deformací. V˘-
sledné hodnoty napûtí a deformací jsou
souãtem pfiírÛstkÛ z jednotliv˘ch intervalÛ.
Bûhem v˘poãtu se v pamûti poãítaãe
nehromadí Ïádné údaje potfiebné pro

jeho dal‰í pokraãování. Rychlost v˘poãtu
je stejná ve v‰ech intervalech a v˘poãetní
ãas je úmûrn˘ poãtu intervalÛ, na které
byl ãasov˘ úsek rozdûlen.

V deskách vyztuÏen˘ch ocelov˘mi pruty
v˘ztuÏ v˘raznû neovlivÀuje vys˘chání
betonu ani ‰ífiení tepla. Na druhé stranû
podstatnû ovlivÀuje napjatost v betonu,
jeho deformace a omezuje vznik a rozvoj
trhlin. V˘poãet rozdûlení vlhkosti, teploty
a voln˘ch deformací ve vyztuÏeném
prvku zÛstává stejn˘ jako u prostého beto-

nu. Pfii v˘poãtu tuhosti elementÛ jsou
k vrstvám z prostého betonu pfiidány je‰tû
doplÀující vrstvy ocelové (v místech ulo-
Ïení v˘ztuÏe). Napûtí ve v˘ztuÏn˘ch pru-
tech je poãítáno z pomûrn˘ch deformací
ocelov˘ch vrstev, pfii souãasném respek-
tování deformace oceli od zmûny teploty
(viz téÏ [3]).

P ¤ Í K L A D

Jako ukázka úãinkÛ vyvolan˘ch vys˘chá-
ním povrchu betonov˘ch desek je uve-
den jednoduch˘ pfiíklad ãasového v˘voje
rozloÏení napûtí podél tlou‰Èky desky prÛ-
myslové podlahy z prostého betonu

(obr. 1). Jedná se o deskov˘ pás ‰ífiky 1,
délky 6 a tlou‰Èky 0,2 m. Deska kromû
vlastní tíhy, nenese Ïádné dal‰í vnûj‰í zatí-
Ïení a je uloÏena na prostfiedí, které nedo-
voluje únik vlhkosti. Horní povrch desky je
naopak vystaven vys˘chání. âasov˘ prÛ-
bûh zmûny vlhkosti na horním povrchu
desky je vyznaãen na obr. 2. Rozdûlení
desky na prvky a idealizace poddajného
podkladu prostfiednictvím pérov˘ch prvkÛ
je ukázáno na obr. 1.

Jedním z nejv˘znamnûj‰ích faktorÛ pfii
tahovém namáhání betonu je tahové
zmûkãení (strain softening). Jemu odpo-
vídající pracovní diagram pouÏit˘ ve studii
je vykreslen na obr. 3.

Z v˘sledkÛ fie‰ení jsou uvedeny prÛbûhy
vlhkosti napfiíã tlou‰Èkou desky pro rÛzná
stáfií betonu (obr.4). Je zfiejmé, Ïe vys˘-
chání proniká dovnitfi desky velmi poma-
lu a prÛbûhy vlhkosti (které urãují smr‰Èo-
vání) jsou v˘raznû nelineární.

V˘voj prÛhybÛ a deformaci prÛfiezu des-
kového pásu ukazuje obr. 5. Postupné
vys˘chání horního povrchu vyvolává
snahu o pfiíãné zakfiivení desky a pfieroz-
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Obr. 6 PrÛbûh napûtí po tlou‰Èce desky pro
rÛzná stáfií betonu – prvek 3

Fig. 6 Stress variation along the thickness
of the slab – element 3

Obr. 5 PrÛbûh a ãasov˘ v˘voj prÛhybÛ
deskového pásu 

Fig. 5 Distribution and time development
of deflection of the slab strip in
lateral direction
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dûlení reakcí podkladu. V krajních oblas-
tech ‰ífiky dochází ke zvednutí okrajÛ
a k vylouãení ãásti podkladu z pÛsobení.

Hlavním v˘sledkem studie je v˘voj
napûtí v desce (jednotlivé kfiivky na obr. 6
a 7 ukazují prÛbûhy napûtí napfiíã tlou‰È-
kou desky v nûkolika hodnotách stáfií be-
tonu). Tato napûtí jsou závislá nejen na
stáfií betonu a na vzdálenosti uvaÏované-
ho bodu od povrchu, ale téÏ na vzdále-
nosti od okraje desky. Na obr. 6 jsou pro-

to ukázána napûtí po tlou‰Èce prvku 3 (viz
obr. 1), tj. pfii okraji desky, která je zde
v pozdûj‰ích stádiích mimo kontakt s pod-
loÏím na obr. 7 potom ve stfiedu ‰ífiky
desky (prvek 6, obr. 1). Je zfiejmé velmi
nelineární, ãasovû promûnné rozloÏení
napûtí, s maximem dosaÏen˘m v nízkém
stáfií betonu. Je téÏ patrn˘ znaãn˘ vliv ta-
hového zmûkãení betonu pfii vzrÛstajících
deformacích vrstev pfii horním povrchu.
Tato napûtí vytváfiejí ohybové momenty
v desce, jejichÏ prÛbûh v podélném smû-
ru ukazuje obr. 8. Na okrajích desky, které
jsou v pozdûj‰ích stádiích mimo kontakt
s podloÏím, vznikají ohybové momenty,
na nichÏ se podílí téÏ vlastní tíha desky.
Na voln˘ch okrajích desky jsou tyto mo-
menty samozfiejmû nulové.

Tyto ohybové momenty v‰ak samy
o sobû nefiíkají nic o napûtích a je zfiejmé,
Ïe kdybychom z nich bûÏn˘m technick˘m
v˘poãtem, zaloÏen˘m na elementárním
pfiedpokladu rovinnosti jejich rozloÏení,

vyãíslili napûtí, dostaneme v˘sledky dia-
metrálnû rozdílné od skuteãn˘ch, ukáza-
n˘ch na obr. 6 a 7.

Z ÁV ù R

Studie ukázala metodiku anal˘zy namá-
hání a pfietvofiení deskov˘ch konstrukcí na
poddajném podkladu, u nichÏ dominant-
ním jevem jsou objemové zmûny beto-
nu. Prokázalo se, Ïe bûÏná technická
fie‰ení, která jsou zaloÏena na charakteris-
tikách cel˘ch prÛfiezÛ (moment setrvaã-
nosti, prÛfiezová plocha) a kde také
projevy dotvarování a smr‰Èování betonu
jsou vztaÏeny, jako stfiední charakteristiky,
k celému prÛfiezu, jsou nepouÏitelná. Je
zfiejmé, Ïe napûtí získaná takov˘mto v˘-
poãtem, nerespektujícím skuteãn˘ nerov-
nomûrn˘ proces vys˘chání, jsou zcela
fiktivní.

Uvedené v˘sledky byly získány v rámci
fie‰ení V˘zkumného zámûru MSM
210000001 a 103/02/0020 zpracová-
van˘ch Stavební fakultou âVUT v Praze
a grantového projektu ã. 103/00/0604
udûleného Grantovou agenturou âeské
republiky.
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Obr. 7 PrÛbûh napûtí po tlou‰Èce desky pro
rÛzná stáfií betonu – prvek 6

Fig. 7 Stress variation along the thickness
of the slab in different ages of
concrete – element 6

Obr. 8 PrÛbûh ohybov˘ch momentÛ
v pfiíãném smûru

Fig. 8 Bending moments diagram in the
lateral direction


